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1. A kutata´s ha´ttere e´s ce´lkitu˝ze´s
A XX. sza´zad 20-as e´veiben kidolgozott kvantummechanika megmutatta, hogy a
fizika egyes klasszikus mennyise´gei, mint pe´lda´ul a ke´t objektum to¨megko¨ze´ppontja
ko¨zti ta´volsa´gto´l fu¨ggo˝ hato´ero˝, vagy potencia´l, csak a´tlagos (valo´sz´ınu˝se´gi)
e´rtelemben le´teznek.
Ugyanakkor a kvantummechanika effekt´ıv-te´r elme´letei, mint pe´lda´ul az optikai
potencia´l elme´letek, vagy az inverz szo´ra´s elme´letek, megmutatta´k, mike´nt lehet
lesza´rmaztatni ezen a´tlagos fizikai mennyise´geket, ha pontos e´rte´ku¨ket nem is
hata´rozhatjuk meg egzaktul sohasem valo´s fizikai rendszer esete´n.
Kutata´si feladatnak eze´rt azt tu˝ztem ki ce´lul, hogy az o¨sszetett kvantumrend-
szerek ko¨zti effekt´ıv ko¨lcso¨nhata´sok meghata´roza´sa´ra szolga´lo´ egyes mo´dszereket,
elme´leteket tova´bbfejlesszem annak e´rdeke´ben, hogy a´ltaluk az atom- e´s magfizikai
ko¨lcso¨nhata´sok mind pontosabb felder´ıte´se´re ny´ıljon leheto˝se´g.
A ko¨lcso¨nhata´sok meghata´roza´sa´nak ke´t lehetse´ges alapveto˝ megko¨zel´ıte´se, a
ko¨to¨tt a´llapotok e´s a szo´ra´si a´llapotok vizsga´lata ko¨zu¨l az uto´bbival foglalkozom
behato´bban, s ezen belu¨l is a nemrelativisztikus, teha´t viszonylag alacsony energia´ju´
u¨tko¨ze´sekkel. Olyan u¨tko¨ze´seket vizsga´lok, amelyekben mindig csak ke´t fragmentum
vesz re´szt. Alacsony energia´n indokolt ez a ko¨zel´ıte´s, mert ioniza´cio´ (break-up) csak
magasabb energia´n, az u´n. felbomla´si ku¨szo¨b felett valo´sulhat meg. A lehetse´ges
rugalmatlan, illetve a´trendezo˝de´ses folyamatokat a potencia´l abszorpcio´s re´sze´vel
veszem figyelembe, de ve´gzek vizsga´latot a reakcio´folyamatokat korma´nyozo´ valo´s
potencia´lok inverz mo´dszerrel to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´ra is.
A szo´ra´selme´leti mo´dszerek e´s ko¨lcso¨nhata´sok mind pontosabb ismerete igen
fontos mind k´ıse´rleti, mind elme´leti szempontbo´l, amint azt az ala´bbi pe´lda´k is
mutatja´k.
A felso˝ le´gko¨rben leja´tszo´do´ gerjeszte´si, ioniza´cio´s e´s rekombina´cio´s folyamatok,
amelyeket az elektron-atom, elektron-molekula ko¨lcso¨nhata´s szaba´lyoz, nagy
befolya´ssal vannak mind a Fo¨ld ho˝ha´ztarta´sa´ra (globa´lis felmelegede´s, o´zon
proble´ma, negat´ıv ion forma´lo´da´s), mind az ido˝ja´ra´sra (ciklonok keletkeze´se).
Elektron-atom, elektron-molekula szo´ra´ssal tanulma´nyozhato´k olyan atomi, illetve
molekula a´llapotok, amelyekbo˝l vibra´cio´s popula´co´s inverzio´ re´ve´n u´j t´ıpusu´ le´zerek
fejlesztheto˝k ki. Ezen atomi/molekula a´llapotok megismere´se´t teszik leheto˝ve´
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a fotoioniza´cio´s k´ıse´rletek is, amelyek elme´leti sza´mola´sa´ra hata´sos elme´leti
mo´dszerek a´llnak rendelkeze´sre; olyan mo´dszerek, amelyek a kvantumke´miai
szerkezetsza´mola´s teljes arzena´lja´t felhaszna´lja´k, ugyanakkor a kont´ınuumba
ioniza´lo´dott re´szecske´t szo´ra´selme´leti varia´cio´s mo´dszerekkel (pl. Schwinger
varia´cio´s mo´dszer) kezelik. Itt igen fontos te´nyezo˝ a mo´dszer pontossa´ga, ha olyan
a´llapotot tanulma´nyozunk, amelyre vonatkozo´an nincs, vagy nem ve´gezheto˝ k´ıse´rlet.
Bemutatom, hogy sikeru¨lt egy olyan direkt szo´ra´s mo´dszert kifejleszteni, amely
minden eddigi mo´dszerne´l pontosabb e´rte´ket szolga´ltat az elektron-hidroge´natom
u¨tko¨ze´s fa´zistola´saira e´s ugyanakkor mentes a sza´m´ıta´si eredme´nyeket ne´ha fe´lrev´ıvo˝
hamis szingularita´sokto´l.
Magasho˝me´rse´kletu˝ szupravezeto˝k elme´leti vizsga´lata´ban fontos szerepe van
a sa´vszerkezet sza´mola´sra kifejlesztett szo´ra´selme´leti mo´dszereknek (lmto, kkr-
cpa), e´s ezen sza´mola´sok eredme´nyei e´rze´kenyen fu¨ggnek az anyagot (ez esetben
specia´lis kera´mia´t) alkoto´ atomok to¨rzse e´s a vezete´si sa´vot le´trehozo´ elektronok
ko¨lcso¨nhata´sa´t jellemzo˝ fa´zistola´sokto´l. Ezen ko¨lcso¨nhata´sokat a´ltala´ban u´n.
muffin-tin ko¨zel´ıte´sben veszik figyelembe, azonban az elektromos dipol polariza´cio´
esetleg fontos hosszu´hato´ta´volsa´gu´ effektusokat eredme´nyezhet. A polariza´cio´s
potencia´l fa´zistola´st mo´dos´ıto´ szerepe´vel kapcsolatos vizsga´latokat az inverz szo´ra´s
keretein belu¨l eddig tudoma´som szerint rajtam k´ıvu¨l me´g nem ve´gzett senki.
Az atommagok szerkezete´t, n´ıvo´se´ma´ja´t felta´ro´ nehe´z-ion k´ıse´rleteket tova´bbra
is ve´geznek, elso˝sorban az egzotikus magok megismere´se ce´lja´bo´l (pl. neutrondu´s
magok, szupernehe´z elemek), de egy ero˝s le´zerforra´s (ro¨ntgenle´zer) leheto˝se´ge is
benne rejlik a kutata´sokban. Jo´llehet a klasszikus magfizika manapsa´g vesz´ıtett
az ira´nta e´rdeklo˝do˝k ta´bora´bo´l, sza´mtalan megoldatlan ke´rde´s tiszta´za´sa va´rat
maga´ra. I´gy pe´lda´ul az az egyszeru˝ alapke´rde´s is, hogy milyen a ko¨lcso¨nhata´s
te´rbeli alakja ke´t u¨tko¨zo˝ atommag ko¨zo¨tt. A dolgozatban bemutatom, hogy a
kvantum inverz szo´ra´selme´let ennek a ke´rde´snek egy szelete´re va´laszt adhat.1
Az atommagok ko¨lcso¨nhata´sainak re´szletesebb felta´ra´sa tova´bbra is fontos a
radioaktivita´s, a maghasada´s, e´s az energiatermele´s egyes ke´rde´seinek pontosabb
megismere´se szempontja´bo´l.
1E´rdemes megjegyezni, hogy a kvantum inverz szo´ra´s egyik le´nyeges eleme´t ke´pezi
az inverz szo´ra´s transzforma´cio´nak, amely leheto˝ve´ tette a szolitonoknak (nemlinea´ris
evolu´cio´s parcia´lis differencia´l egyenletek stabil, re´szecskeszeru˝, halado´hulla´mu´
megolda´sainak) a felfedeze´se´t. A szolitonoknak a mu˝szaki e´s elme´leti fizika sok
teru¨lete´n jelento˝s szerep jut (optikai sza´lak, szo¨ko˝a´rak, ciklonok, elemi re´szecske´k le´ıra´sa,
szuperfolye´konysa´g, stb.)
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Ugyanakkor az atomi/molekula´ris rendszerek ko¨zti ko¨lcso¨nhata´sok megismere´se
egyre ko¨zelebb visz bennu¨nket a ke´miai reakcio´k tervezheto˝se´ge´hez, amely jelen-
to˝se´ge ege´szse´gu¨gyi (gyo´gyszervegye´szet), ta´pla´lkoza´studoma´nyi (enzimek szerepe),
genetikai, stb. szempontbo´l bela´thatatlan ta´vlatokkal kecsegtet. Ugyan´ıgy, az u´j
anyagok gya´rta´sa, az anyagtudoma´ny, a nanotechnolo´gia, a fe´lvezeto˝ ipar, a
szerves vezeto˝k fejleszte´se stb, mind ige´nylik ezen atomi/molekula´ris ko¨lcso¨nhata´sok
ismerete´t, modelleze´se´t.
Mindezek alapja´n az ala´bbi ha´rom konkre´t teru¨letet va´lasztottam ki kutata´som
ce´lja´ul:
Magreakcio´k le´ıra´sa klaszter modellel [T1/1-3];2
Szo´ra´selme´leti varia´cio´s mo´dszerek tova´bbfejleszte´se e´s alkalmaza´sa direkt szo´ra´s-
proble´ma´k megolda´sa´ra [T2/1-4];
Az inverz szo´ra´selme´let mo´dszereinek tova´bbfejleszte´se e´s alkalmaza´sa atom- e´s mag-
fizikai ko¨lcso¨nhata´sok meghata´roza´sa´ra [T3/1-10].
2A te´zisekben o¨sszefoglalt eredme´nyeket tartalmazo´ cikkekre [T1/...], [T2/...], ...
megjelo¨le´ssel, az a´ltala´nos irodalomra pedig 1, 2, ... felu¨l indexelt sza´moza´ssal
hivatkozom. (Ez uto´bbi nem te´vesztendo˝ o¨ssze a ne´ha´ny helyen elo˝fordulo´ la´bjegyzet
sza´moza´ssal.)
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2. Magreakcio´k le´ıra´sa klasztermodellel
Mivel kora´bbi munka´ssa´gom folytata´sake´nt a transzfer reakcio´kkal me´g behato´bban
szerettem volna foglalkozni, meg kellett vizsga´lni a magreakcio´ le´ıra´sok elme´leteit.
Ce´ljaimnak leginka´bb a rezona´lo´ csoport mo´dszer (rgm) felelt meg, mert ebben a le´ıra´sban
a transzla´cio´t ve´gzo˝ to¨megko¨ze´ppont eleve nem szerepel, ı´gy a to¨megko¨ze´ppont mozga´sa´bo´l
ado´do´ u´n. szellema´llapotokat nem kell kitranszforma´lni. A mo´dszer alapfelteve´se az, hogy a
ke´t fragmentumbo´l a´llo´ rendszer teljes hulla´mfu¨ggve´nye´t a fragmentumok szerkezete´t le´ıro´
e´s ismertnek felte´telezett belso˝ hulla´mfu¨ggve´ny, valamint a ke´t fragmentum egyma´shoz
viszony´ıtott mozga´sa´t jellemzo˝ relat´ıv hulla´mfu¨ggve´ny szorzata´nak sorozata´bo´l lehet
fele´p´ıteni. A belso˝ (vagy csatorna) hulla´mfu¨ggve´nyben a klaszterek ku¨lo¨nbo¨zo˝ part´ıcio´kban
fordulhatnak elo˝ s ezek az eloszta´s csoportok azonos energia´hoz tartoznak, energetikailag
egyma´ssal rezona´lnak – innen az elneveze´s. A mo´dszert me´g csatolt reakcio´ csatorna´k (crc)
mo´dszere´nek, vagy a atomfizika´ban szoros-csatola´s mo´dszernek (close-coupling) is szokta´k
h´ıvni.
Ezen ke´tfragmentumos magreakcio´ elme´letnek egy u´jszeru˝nek mondhato´, de
mindenke´ppen kompaktnak tekintheto˝ formula´za´sa´t va´zolom a ko¨vetkezo˝ pontban az
eml´ıtett csatolt csatorna´s klaszter modell ko¨zel´ıte´sben.
2.1 Csatolt reakcio´ csatorna´k mo´dszere
A teljes hulla´mfu¨ggve´nyt kifejtju¨k az o¨sszes lehetse´ges δ ke´t-fragmentumos a´llapotok
szuperpoz´ıcio´jake´nt [T1/1]:
ΨI =
∑
δn
1√
N δ
AδRδIn (rδ)ψδIn (rˆδ, ξδ), (1)
ahol Aδ antiszimmetriza´l az azonos nukleonokra az Aδ1 e´s Aδ2 nukleont tartalmazo´
fragmentumok ko¨zo¨tt, e´s ez a mu˝velet a P δq permuta´cio´s opera´torral a ko¨vetkezo˝ke´ppen
fejezheto˝ ki:
Aδ = 1 +∑
q=1
εδqP
δ
q ε
δ
q = ±1. (2)
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Az N δ norma´la´si faktor
N δ = A!/(Aδ1!)(A
δ
2)! (3)
az (1)-es kifejte´sben felle´po˝ tagok sza´ma´val egyenlo˝, ahol A a teljes nukleonsza´mot jelo¨li.
Az RδIn radia´lis hulla´mfu¨ggve´ny a fragmentumok szo´ra´si e´s ko¨to¨tt a´llapota´t jellemzi, e´s a
fragmentumok to¨megko¨ze´ppontja´t o¨sszeko¨to˝ rδ relat´ıv ta´volsa´gto´l fu¨gg.
A ψδIn csatorna hulla´mfu¨ggve´nyt fel´ırhatjuk a pa´lyamozga´st le´ıro´ go¨mbfu¨ggve´ny e´s a
fragmentumok belso˝ a´llapotait jellemzo˝ struktu´ra fu¨ggve´ny direkt szorzatake´nt:
ψδIn = [Y
l(rˆδ)⊗ ΦδJκ (ξδ)][I] n = (l, κ, J), (4)
amely fel´ıra´sbo´l la´thato´, hogy I a rendszer teljes impulzusmomentuma´t (csatorna spin)
jelo¨li.
A struktura fu¨ggve´nyek a δ fragmenta´cio´hoz tartozo´ Hδ belso˝ Hamilton opera´tor
saja´tfu¨ggve´nyei:
HδΦ
δJ
κ = E
δ
κJΦ
δJ
κ , (5)
Hδ = HAδ
1
+HAδ
2
(6)
Loka´lis effekt´ıv ke´tre´szecske potencia´lokat felte´telezve a nukleonok ko¨zo¨tt, a teljes
Hamilton opera´tor tetszo˝leges δ fragmenta´cio´ esete´n ha´rom re´szbo˝l a´ll: a Hδ belso˝ Hamilton
opera´torbo´l e´s a relat´ıv mozga´s Tδ kinetikus, illetve Vδ potencia´lis energia opera´tora´bo´l:
H = Hδ + Tδ + Vδ, (7)
ahol teha´t
Vδ =
∑
i∈Aδ
1
,j∈Aδ
2
vij . (8)
Fenti defin´ıcio´kat be´ırva a
(H − E)ΨI = 0 (9)
Schro¨dinger egyenletbe, az ala´bbi csatolt integro-differencia´l egyenletrendszert kapjuk az
RδIn (r) radia´lis hulla´mfu¨ggve´nyek meghata´roza´sa´ra:(
− h¯
2
2µδ
1
r
d2
dr2
r +
l(l + 1)h¯2
2µδr2
+ V δInn(r) + E
δ
κJ −E
)
RδIn (r)
9
= − ∑
n′ 6=n
V δInn′(r)R
δI
n′ (r)−
∑
δ′n′
∫
r′2dr′Kδδ
′I
nn′ (r, r
′)Rδ
′I
n′ (r
′), (10)
ahol a loka´lis potencia´lokat a ko¨vetkezo˝, sok dimenzio´s integra´l kisza´mı´ta´sa´val kapjuk:
V δInn′ =
〈
ψδIn (rˆrδ, ξδ)|Vδ|ψδIn′ (rˆrδ, ξδ)
〉
, (11)
a nemloka´lis kerneleket pedig a ko¨vetkezo˝ kompakt forma´ban ı´rhatjuk:
Kδδ
′I
nn′ =
(
N δ
N δ′
)1/2 〈
δ(rδ − r)
r2
ψδIn |H − E|(Aδ
′ − δδδ′)δ(rδ
′ − r′)
r′2
ψδ
′I
n′
〉
. (12)
Az uto´bbi kifejeze´sben elo˝fordulo´ δ fu¨ggve´nyeknek az a hata´suk, hogy az rδ e´s rδ′q = P
δ′
q rδ′
relat´ıv koordina´ta´kra valo´ integra´la´st elimina´lja e´s e koordina´ta´kat r, illetve r′ va´ltozo´kkal
helyettes´ıti.
A kernel a ko¨vetkezo˝ hermitikus tulajdonsa´ggal rendelkezik:
Kδδ
′I
nn′ (r, r
′) = Kδ
′δI∗
n′n (r
′, r). (13)
A kernelben a potencia´lokbo´l eredo˝ nemlokalita´s mellett jelen van a csatorna
hulla´mfu¨ggve´nyek nemortogonalita´sa´bo´l eredo˝ nemloka´lis hata´s is, ami a ko¨vetkezo˝ fel´ıra´sbo´l
jo´l la´tszik:
Kδδ
′I
nn′ (r, r
′) = N δδ′Inn′ (r, r′)gδ′n′(r′) + Vδδ
′I
nn′ (r, r
′), (14)
ahol {N δδ′Inn′
Vδδ′Inn′
}
=
(
N δ
N δ′
)1/2 〈
δ(rδ − r)
r2
ψδIn |(Aδ
′ − δδδ′)
{
1
Vδ′
}
δ(rδ′ − r′)
r′2
ψδ
′I
n′
〉
, (15)
gδ′n′(r
′) = − h¯
2
2µδ′
1
r′
d2
dr′2
r′ +
l′(l′ + 1)h¯2
2µδ′r′2
+ Eδ
′
κ′J ′ − E. (16)
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2.2 Loka´lis e´s nemloka´lis potencia´lok sza´mı´ta´sa
Az elo˝zo˝ pontban szereplo˝ loka´lis e´s nemloka´lis potencia´lok kisza´mı´ta´sa sokdimenzio´s
integra´la´sok elve´gze´se´t teszik szu¨kse´gesse´. A´ltala´ban egy n+1 klaszterbo˝l a´llo´ modell esete´n
3n−1 dimenzio´s integra´lt kell kisza´mı´tani a loka´lis potencia´lokra, e´s 3n−2-szeres integra´la´s
elve´gze´se szu¨kse´ges a nemloka´lis potencia´lok meghata´roza´sa´hoz. Ez a feladat me´g a mai
sza´mı´to´ge´p kapacita´s mellett is megterheli a ge´pet, adott (pl. ge´pi) pontossa´g betarta´sa
esete´n.
1. a´bra. Relat´ıv e´s klaszteren belu¨li koordina´ta´k defin´ıcio´ja: (a) 16O+16 O,
(b) 20Ne +12 C
Tekintsu¨nk egy konkre´t modellt, a ke´t 12C- e´s α-klaszterbo˝l a´llo´ modellt, amellyel a
16O(16O,12 C)20Ne alfa-transzfer reakcio´t k´ıva´njuk le´ırni. A bemeno˝ e´s kijo¨vo˝ csatornabeli
konfigura´cio´t az 1. a´bra´n va´zoltam. A megfelelo˝ csatorna hulla´mfu¨ggve´nyek, a szu¨kse´ges
szimmetriza´cio´k figyelembe ve´tele ne´lku¨l, a ko¨vetkezo˝k:
ψI16O+16O = ΦCα(s1)ΦCα(s2)Y
I
M(Rˆ)/4π, (17)
ψI20Ne+12C = ΦCα(s1)Φ
J=0
Oα (s3)Y
I
M(Rˆ
′)/4π, (18)
ahol a csatorna spint a relat´ıv mozga´s pa´lya impulzusmomentuma adja meg, mivel az
egyszeru˝se´g kedve´e´rt alapa´llapoti klaszter konfigura´cio´kat tekintu¨nk (ezt a te´nyt a kimeneti
csatorna esete´n ku¨lo¨n is jelo¨ltem).
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A ko¨vetkezo˝kben egy loka´lis e´s egy nemloka´lis potencia´l sza´mı´thato´sa´ga´t vizsga´ljuk meg
az adott klaszter modell kerete´n belu¨l. A bemeno˝ csatorna´ban a direkt (nem szimmetriza´lt)
loka´lis effekt´ıv potencia´l a (11) alatti defin´ıco´ e´s az 1. a´bra alapja´n a ko¨vetkezo˝ke´ppen
ı´rhato´:
V O−Oeff (r) =
∫
d3Rd3 s1d
3 s2ψ
I∗
16O+16O V ψ
I
16O+16Oδ(R− r)/R2, (19)
ahol a csatorna hulla´mfu¨ggve´nyt (17) adja, a V potencia´lt pedig, loka´lis klaszter
potencia´lokat felte´telezve a klaszterek ko¨zo¨tt, a ko¨vetkezo˝ke´ppen kell felvenni :
V = VC2C1(|R−
1
4
s1 +
1
4
s2|) + Vα2C1(|R−
1
4
s1 − 3
4
s2|)
+VC2α1(|R+
3
4
s1 +
1
4
s2|) + Vα2α1(|R+
3
4
s1 − 3
4
s2|). (20)
A csatorna hulla´mfu¨ggve´nyek nemortogonalita´sa´bo´l ado´do´ direkt (kicsere´lo˝de´s ne´lku¨li)
nemloka´lis potencia´l pedig a ko¨vetkezo˝ke´ppen ı´rhato´:
N I(r, r′) =
∫
d3Rd3 s1d
3 s2
δ(R− r)
R2
δ(R′ − r′)
R′2
ψI∗16O+16Oψ
I
20Ne+12C (21)
A fenti pe´lda´k jo´l mutatja´k, hogy az integra´lok kisza´mı´ta´sa´ra e´rdemes valamilyen
egyszeru˝s´ıto˝ elja´ra´st bevezetni.
A felle´po˝ bonyolult, sokdimenzio´s integra´lok elve´gze´se´re a´ltala´nos´ıtott multipol sorfejte´si
elja´ra´st javasolok. Ez az elja´ra´s alkalmas olyan hulla´mfu¨ggve´nyek vagy potencia´lok
impulzusmomentum saja´tfu¨ggve´nyek szerint halado´ multipol sorba valo´ fejte´se´re, amelyek
tetszo˝leges sza´mu´ vektor linea´rkombina´cio´ja´to´l fu¨ggenek. A multipol sorfejte´s egyu¨tthato´i
a´ltala´ban ke´tdimenzio´s integra´lok, amelyek az eredeti fu¨ggve´ny Fourier-transzforma´ltja´t e´s
szfe´rikus Bessel-fu¨ggve´nyek szorzata´t tartalmazza´k az integrandusban. Ezt a ke´tdimenzio´s
integra´lt sikeru¨l analitikusan is kie´rte´kelnem az eredeti hulla´mfu¨ggve´nyre vonatkozo´ Fourier-
Bessel, illetve Dini kifejte´si technika alkalmaza´sa´val. Az ı´gy rendk´ıvu¨l hata´sossa´ (egyszeru˝ve´)
va´lo´ multipol sorfejte´si elja´ra´st alkalmazom a fenti sze´n-alfa klaszterbo˝l o¨sszetettnek gondolt
oxige´n atommag u¨tko¨ze´sek le´ıra´sa´na´l jelentkezo˝ matrixelemek kie´rte´kele´se´re. A mo´dszer
teljes´ıto˝ke´pesse´ge´re jellemzo˝, hogy az itt felle´po˝, tipikusan 8-dimenzio´s integra´lokat gyorsan
konverga´lo´ egydimenzio´s integra´lok sorozata´nak kisza´mı´ta´sa´ra vezeti vissza.
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2.3 Multipol sorfejte´ses elja´ra´s
Egy r =
∑n
i=1 γiri vektor o¨sszegto˝l fu¨ggo˝, az Y
l
m(rˆ) go¨mbfu¨ggve´ny transzforma´cio´s
tulajdonsa´gaival rendelkezo˝ ϕκlm hulla´mfu¨ggve´ny a ko¨vetkezo˝ke´ppen fejtheto˝ multipol sorba
az rˆi ira´nyokat tartalmazo´ Y
li
mi
(rˆi) go¨mbfu¨ggve´nyek szerint [T1/2]:
ϕκlm
(
r =
n∑
i=1
γiri
)
= (4π)(n−1)/2
∞∑
l1...ln
gll1...ln(γ1r1, . . . , γnrn)
× ∑
λ2...λn−1
Dλ2l1l2D
λ3
λ2l3
. . .Dλn=lλn−1ln[. . . [[Y
l1(rˆ1)⊗ Y l2(rˆ2)]l2 ⊗ Y l3(rˆ3)]λ3 . . .]lm, (22)
ahol
ϕκlm(r) = Φκl(r)Y
l
m(rˆ) (23)
Dλl1l2 = (−1)l1+l2 lˆ1lˆ2
(
l1 l2 λ
0 0 0
)
(24)
Y lm(rˆ) = (−i)lYlm(rˆ). (25)
Itt az Ylm fu¨ggve´nyek a szoka´sos go¨mbfu¨ggve´nyeket
1 jelo¨lik . A gll1...ln fu¨ggve´nyek a
ko¨vetkezo˝ integra´lbo´l sza´mı´thato´k:
gll1...ln(γ1r1, . . . , γnrn) =
2
π
∫ ∞
o
k2d kjl1(kγ1r1) . . . jln(kγnrn)
∫ ∞
0
r2jl(kr)Φκl(r),
(26)
ahol a jl a szfe´rikus Bessel-fu¨ggve´nyt jelo¨li.
A gll1...ln(γ1r1, . . . , γnrn) a´ltala´nos´ıtott multipol sorfejte´si egyu¨tthato´kban megjeleno˝ ketto˝s
integra´l miatt u´gy gondolhatna´nk, hogy eredeti proble´ma´nkat, a sokdimenzio´s potencia´l
integra´lok kisza´mı´ta´sa´t me´g tova´bb bonyol´ıtottuk. Azonban, ma´r a multipol sorfejte´s (22)
ke´plete´ben is e´szrevehettu¨k, hogy ez a sorfejte´s 2n szo¨gva´tozo´ra valo´ integra´la´st analitikusan
elve´gezheto˝ve´ tett annak a´ra´n, hogy a jelenleg me´g ke´t integra´la´st ige´nylo˝ g egyu¨tthato´kat
meghata´rozzuk elo˝re. (Terme´szetesen annyi g egyu¨tthato´ra van szu¨kse´g, amennyi ϕκlm
fu¨ggve´ny elo˝fordul a kisza´mı´tando´ loka´lis ill. nemloka´lis potencia´l integrandusaiban.)
A ko¨vetkezo˝ pontban azonban la´tni fogjuk, hogy maguk a g egyu¨tthato´k is
’integra´lmentes´ıtheto˝k’ a Fourier-Bessel kifejte´s megfelelo˝ a´ltala´nos´ıta´sa´val.
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2.4 Hulla´mfu¨ggve´nyek, vagy potencia´lok Fourier-Bessel e´s Dini
sorfejte´se
Jo´l ismeretes,2 hogy egy tetszo˝leges f(x) fu¨ggve´ny egyenletesen konvergens Fourier-Bessel
(FB) sorba fejtheto˝ a [0, 1] intervallumon a ko¨vetkezo˝ke´ppen:
f(x) =
∞∑
m=1
aFBm Jν(j
ν
mx), ν ≥ −
1
2
, 0 ≤ x ≤ 1, (27)
ahol a FB egyu¨tthato´kat az
aFBm =
2
J2ν+1(j
ν
m)
∫ 1
0
tf(t)Jν(j
ν
mt)d t (28)
ke´plet hata´rozza meg, ahol a {jνm} sza´msorozat a Jν Bessel-fu¨ggve´ny no¨vekvo˝ sorrendben
elrendezett pozit´ıv ze´rushelyeit jelo¨li.
Az FB sorfejte´sre vonatkozo´ egyenletes konvergencia egyik felte´tele az, hogy f(1) = 0
legyen. Ez a felte´tel a´ltala´nossa´gban nem teljes´ıtheto˝, eze´rt ce´lszeru˝ olyan mo´dos´ıta´shoz
fordulni, amely ezt a megszor´ıta´st ma´r nem tartalmazza a fu¨ggve´nyre ne´zve.
Ilyen mo´dos´ıta´st ve´gzett el Dini.2 Egy f(x) tetszo˝leges fu¨ggve´ny Dini sorfejte´se a
ko¨vetkezo˝ formula´kkal kaphato´ meg:
f(x) = B0(x) +
∞∑
m=1
aDmJν(k
ν
mx) ν ≥ −
1
2
, 0 ≤ x ≤ 1, (29)
ahol a Dini-egyu¨tthato´kat az
aDm =
2(kνm)
2
[(kνm)
2 − ν2]J2ν (kνm) + (kνm)2J ′2ν (kνm)
∫ 1
0
tf(t)Jν(k
ν
mt)d t (30)
formula´bo´l sza´molhatjuk, ahol az m−szerint no¨vekvo˝ sorrendbe rendezett kνm a´llando´kat
viszont a
z−ν
(
zJ ′ν(z)−
f ′(1)
f(1)
Jν(z)
)
= 0 (31)
kifejeze´s pozit´ıv ze´rus helyei adja´k meg.
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A (29) kifejte´sben megjeleno˝ B0 ’indulo´’ taggal ritka´n kell foglalkozni, mert csak
−f ′(1)/f(1) + ν > 0 esete´n ad ja´rule´kot, eze´rt a konkre´t alakja´t2 most nem ide´zzu¨k.
Az egzakt (29) kifejte´st N ∼ 10 − 15 taggal elegendo˝ figyelembe venni ahhoz, hogy
a sza´mı´to´ge´pi pontossa´got ele´rju¨k. Ko¨zel´ıtsu¨k az elo˝zo˝ pontbeli Φκl fu¨ggve´nyt N tagot
tartalmazo´ Dini sorfejte´ssel:
Φapprκl (r) =
N∑
ν=1
bDν jl(βνr), 0 ≤ r ≤ R, (32)
ahol bDν a (30)-as egyu¨tthato´kkal, βν a (31)-es kifejeze´ssel kapcsolatos, no¨vekvo˝ sorrendben
elhelyezett ze´rushelyeket jelo¨l, R pedig egy olyan maxima´lis radia´lis koordina´ta´t jelo¨l,
amelyen k´ıvu¨l Φκl (e´s ı´gy Φ
appr
κl is) ma´r elhanyagolhato´an kicsiny. E kifejeze´st behelyettes´ıtve
a multipol sorfejte´s g egyu¨tthato´ja´t meghata´rozo´ (26) o¨sszefu¨gge´s ma´sodik integra´lja´ba, e´s
kihaszna´lva a Bessel fu¨ggve´nyekre vonatkozo´
∫
0
r2d rjl(rk)jl(rk
′) =
π
2
δ(k − k′)
kk′
(33)
ortogonalita´si felte´telt, analitikus kifejeze´st nyeru¨nk a multipol sorfejte´si g egyu¨tthato´kra:
gll1...ln(γ1r1, . . . , γnrn)
=
2
π
∫ ∞
o
k2d kjl1(kγ1r1) . . . jln(kγnrn)
N∑
ν=1
bDν
∫ ∞
0
r2jl(kr)jl(βνr)
=
N∑
ν=1
bDν jl1(βνγ1r1)jl2(βνγ2r2) . . . jln(βνγnrn), (34)
ahol minden informa´cio´t az aktua´lis (ko¨to¨tt a´llapoti) hulla´mfu¨ggve´nyro˝l a bDν egyu¨tthato´k
hordoznak.
Mindezen eszko¨zo¨k felhaszna´la´sa´val, az elo˝zo˝ pontban vizsga´lt he´t dimenzio´s integra´la´s
mindo¨ssze egydimenzio´s integra´la´st tartalmazo´ forma´ra egyszeru˝so¨dik le:
V O−Oeff (r) =
N∑
ν=1
(
bDν (CC)j0(β
CC
ν r)I
2
0 (
1
2
βCCν )
+2bDν (Cα)j0(β
Cα
ν r)I
2
0 (
1
4
βCαν ) + b
D
ν (αα)j0(β
αα
ν r)I
2
0 (
3
4
βααν )
)
, (35)
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2. a´bra. Klaszter potencia´lok, VCC , Vαα, VCα e´s a (35), (36) egyenletekkel
definia´lt V O−Oeff (r) effekt´ıv potencia´l (legfelso˝ folytonos go¨rbe). Szaggatott
vonal jelo¨li az egyszeru˝ o¨sszeada´ssal kapott VCC + 2VCα + Vαα potencia´lt.
ahol az I0 integra´lt a
I0(x) =
∫ ∞
0
s2d sφ2Cαj0(xs) (36)
kifejeze´s definia´lja, az bDν e´s βν konstansok pedig a megfelelo˝, adott CC, Cα, αα
potencia´lokra vonatkozo´ Dini-kifejte´si egyu¨tthato´kat, illetve ze´rushelyeket jelo¨lik.
A csatorna hulla´mfu¨ggve´nyek nemortogonalita´sa´bo´l eredo˝ (direkt) nemloka´lis potencia´l
az
N (r, r′) =
(
5
2
)3 ∫
d rˆd rˆ′Φ∗Cα(| − 2r+
5
2
r′|)ΦJ=0Oα (| −
5
2
r+
15
8
r′|)Y I∗M (rˆ)Y IM(rˆ′)/4π
16
=
(
5
2
)3∑
l1l2
(−1)l1l2(2l1 + 1)(2l2 + 1)
(
l1 l2 I
0 0 0
)2
gO∗l1l10(−2r,
5
2
r′, 0)gNel2l20(−
5
2
r,
15
8
r′, 0) (37)
egyszeru˝ forma´ba ı´rhato´ a´t, ami ma´r nem tartalmaz integra´la´st e´s ahol az O, ill. Ne felso˝
index azt jelenti, hogy a megfelelo˝ g multipol egyu¨tthato´ a φCα, illetve a φ
J=0
Oα klaszter
fu¨ggve´nyhez tartozik.
2.5 Nemloka´lis potencia´lok lokaliza´la´sa
Tekintettel arra, hogy az azonos re´szecske´k/klaszterek ko¨zo¨tti kicsere´lo˝de´si szimmetria,
illetve a reakcio´csatorna´k figyelembeve´tele nemloka´lis potencia´lok felle´pte´re vezet, e te´ma
kerete´n belu¨l e´rdemes azt is vizsga´lni, hogy mike´nt interpreta´lhato´k a felle´po˝ nemloka´lis
potencia´lok. Mivel a´ltala´ban csak loka´lis potencia´lok hata´sa´t tudjuk elke´pzelni, eze´rt
to¨bbfe´le lokaliza´cio´s elja´ra´st fejlesztettek ki a 80-as e´vekben. Ezek ko¨zu¨l az a´ltalam
bevezetett Taylor sorfejte´sre alapozott elja´ra´st egy 2000-ben megjelent o¨sszefoglalo´ mu˝ben3
ku¨lo¨n fejezetben ismertetik.
Ebben az alfejezetben lokaliza´cio´s elja´ra´som egy tova´bbfejlesztett va´ltozata´val [T1/3]
ismerkedu¨nk meg egy csatorna esete´n, amikor a nemlokalita´s kiza´ro´lag a kicsere´lo˝de´si
effektusbo´l sza´rmazik.
Egy csatorna esete´n a δ fragmenta´cio´s indexre e´s az n gerjeszte´si a´llapotokra vonatkozo´
o¨sszegze´s, valamint ezen jelek explicit feltu¨ntete´se elhagyhato´. Egyedu¨li kvantumsza´munk
az u¨tko¨ze´s relat´ıv pa´lyamomentuma´t jellemzo˝ l impulzusmomentum kvantumsza´m lesz.
Bevezetve tova´bba´ az Rl(r) = fl(r)/r jelo¨le´st a radia´lis szo´ra´si fu¨ggve´nyre, (10) alatti
egyenletrendszeru¨nk a ko¨vetkezo˝, nemloka´lis potencia´lt tartalmazo´ Schro¨dinger egyenletetre
reduka´lo´dik: (
− h¯
2
2µ
d 2
d r2
+
h¯2
2µ
l(l + 1)
r2
+ VD(r)− E
)
fl(r)
+
∫ ∞
0
K˜l(r, r
′)fl(r
′)d r′ = 0, (38)
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ahol teha´t VD a loka´lis direkt potencia´lt jelenti, K˜l pedig a kicsere´lo˝de´sbo˝l eredo˝ nemloka´lis
potencia´l.
Ez a nemloka´lis potencia´l o¨sszefu¨gg az elo˝zo˝ pontban bevezetett nemloka´lis kernellel,
valamint szinte´n rendelkezik hermitikus tulajdonsa´ggal:
K˜l(r, r
′) = rKl(r, r
′)r′ = K˜†l (r
′, r). (39)
A nemloka´lis potencia´l lokaliza´cio´ja´ra ke´tfe´le szempontbo´l is szu¨kse´g lehet: egyre´szt
a direkt potencia´lt mo´dos´ıto´ hata´sa´t ı´gy jobban tudjuk e´rtelmezni, ma´sre´szt a csak
loka´lis potencia´lokat tartalmazo´ Schro¨dinger egyenletet sokkal ko¨nnyebb megoldani, mint
a nemloka´is potencia´lt is tartalmazo´t.
Taylor sorfejte´si technika´t alkalmazva a rada´lis fu¨ggve´nyre r′ − r ∼ 0 ko¨rnyezete´ben:
fl(r
′) =
∞∑
λ=0
(r′ − r)λ
λ!
∂λr fl(r), (40)
forma´lisan ele´rhetju¨k, hogy a (38) alatti Schro¨dinger egyenletben a nemloka´lis potencia´lt
tartalmazo´ ma´sodik tag ∫ ∞
0
K˜l(r, r
′)fl(r
′)dr′ =
∞∑
λ=0
W
(l)
λ (r)fl(r) (41)
alaku´va´ va´ljon, ahol
W
(l)
λ (r) =
1
λ!
U
(l)
λ (r)∂
λ
r , (42)
ahol a nemloka´lis potencia´l momentumait a
U
(l)
λ =
∫ ∞
0
K˜l(r, r
′)(r′ − r)λdr′ (43)
kifejeze´ssel definia´ltuk.
Ma´rmost a (41)-ben definia´lt opera´tor o¨sszeg hermitikus, az egyesW
(l)
λ opera´torok viszont
nem azok. Mivel a gyakorlatban csak ve´ges sorfejte´st tudunk ve´grehajtani, a (41)-beli o¨sszeg
minden egyes tagja´t ku¨lo¨n-ku¨lo¨n hermitikussa´ tesszu¨k a ko¨vetkezo˝ mo´don:
W
(l)
λ (r) =
1
2
1
λ!
(
U
(l)
λ (r)∂
λ
r + (−1)λ∂λrU (l)∗λ (r)
)
= W
(l)†
λ (r). (44)
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Harmadrendig ki´ırva a lokaliza´lt potencia´lokat, kapjuk:
W
(l)
0 (r) = U
(l)
0 (r), (45)
W
(l)
1 (r) = −
1
2
U
(l)′
1 (r), (46)
W
(l)
2 (r) =
1
4
U
(l)′′
2 (r) +
1
2
U
(l)′
2 (r)∂r +
1
2
U
(l)
2 (r)∂
2
r , (47)
W
(l)
3 (r) = −
1
12
U
(l)′′′
3 (r)−
3
12
U
(l)′′
3 (r)∂r −
3
12
U
(l)′
3 (r)∂
2
r , (48)
ahol ′ az r szerinti deriva´la´st jelo¨li e´s az Uλ momentumokat valo´snak te´teleztu¨k fel. Egyszeru˝
sza´mola´ssal meggyo˝zo˝dhetu¨nk arro´l, hogy a fenti W
(l)
i , i = 0, 1, 2, 3 potencia´lok, ba´r nem
la´tszik ro´luk ko¨zvetlenu¨l, valo´ban hermitikusak.
Egy e´rdekesse´ge a harmadrendu˝ tagnak az, hogy nem tartalmaz deriva´la´st
harmadrendben, az a sza´mola´s sora´n kiesett.
Ez a te´ny leheto˝se´get ad arra, hogy egy Schro¨dinger egyenlethez hasonlo´ egyenletet
sza´rmaztassunk le, harmadrendig elmenve a (41)-es Taylor sorfejte´sben. A (45)-(48) alatti
opera´torokat (41)-be, majd ezt (38)-ba helyettes´ıtve kapjuk:
Al(r)
d 2fl(r)
d r2
+Bl(r)
d fl(r)
d r
+
(
Cl(r)−E
)
fl(r) = 0, (49)
ahol most fl(r) a (38) egyenletben felle´po˝ igazi hulla´mfu¨ggve´ny ko¨zel´ıte´se´t jelenti. A
bevezetett u´j Al(r), Bl(r), and Cl(r) fu¨ggve´nyek a ko¨vetkezo˝ ke´pletekbo˝l sza´molhato´k:
Al = − h¯
2
2µ
+
1
2
U
(l)
2 −
3
12
U
(l)′
3 ≡ −
h¯2
2M˜l(r)
, (50)
Bl =
1
2
U
(l)′
2 −
3
12
U
(l)′′
3 = A
′
l, (51)
Cl =
h¯2
2µ
l(l + 1)
r2
+ VD(r) + U
(l)
0 −
1
2
U
(l)′
1 +
1
4
U
(l)′′
2 −
1
12
U
(l)′′′
3 . (52)
A ko¨vetkezo˝kben a (49) alatti egyenletet ’igazi’ Schro¨dinger egyenlette´ transzforma´ljuk,
amiben konstans µ to¨meg jelenik meg, e´s nincs elso˝rendu˝ deriva´lt [le´ve´n f(r) a radia´lis
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hulla´mfu¨ggve´ny]. Ezt a ce´lt egy Tl(r) transzforma´cio´ bevezete´se´vel valo´s´ıtjuk meg, aminek a
defin´ıcio´ja a ko¨vetkezo˝:
Tl(r)fl(r) = f˜l(r), Tl(r →∞) = 1. (53a)
Annak felte´tele, hogy az f˜ ′l elso˝ deriva´lt eltu˝njo¨n a (49) egyenletbo˝l, egy elso˝rendu˝
differencia´legyenletet eredme´nyez a Tl(r) transzforma´cio´s fu¨ggve´nyre vonatkozo´an:
T ′l /Tl = Bl/(2Al). (53b)
Ezen manipula´cio´val a Schro¨dinger egyenletet a k´ıva´nt forma´ban kaptuk meg:
− h¯
2
2µ
f˜ ′′l +
(
h¯2
2µ
l(l + 1)
r2
+ V˜l −E
)
f˜l = 0, (54)
ahol a ’lokaliza´lt’ potencia´l:
V˜l = E − h¯
2
2µ
l(l + 1)
r2
− h¯
2
2µ
[
Cl − E
Al
− 1
4
(
Bl
Al
)2
− 1
2
B′lAl −BlA′l
A2l
]
, (55)
a Taylor sorfejte´s harmad rendje´ig korrekt.
Ko¨nnyu˝ bela´tni, hogy effekt´ıv loka´lis potencia´lunk energia e´s impulzusmomentum fu¨gge´se
kiza´ro´lag a nemlokalita´sbo´l ered. Ha ugyanis, amint az nagy r ta´volsa´gokra igaz, az Al, Bl, Cl
fu¨ggve´nyekben szereplo˝ U
(l)
λ fu¨ggve´nyek ze´rushoz tartanak, V˜l ko¨zel´ıti az eredeti VD direkt
loka´lis potencia´lt [ami most C(r)-ben van ’elrejtve’]. Hasonlo´ megjegyze´st lehet tenni
az (50) alatt bevezetett ta´volsa´g e´s impulzusmomentum fu¨ggo˝ M˜l(r) ’effekt´ıv to¨meggel’
kapcsolatban is.
A fenti lokaliza´cio´s elja´ra´s a´ltala´nos´ıthato´ to¨bb-csatorna´s esetre. Ekkor az Al, Bl, Cl
mennyise´gek matrixokka´ va´lnak e´s fu¨ggni fognak a δ e´s n csatorna kvantumsza´mokto´l.
Megjegyzendo˝ me´g, hogy le´teznek egzakt lokaliza´cio´s elja´ra´sok,4 azonban ezek csak akkor
hajthato´k ve´gre, ha ma´r rendelkeze´sre a´ll (38) ke´t fu¨ggetlen megolda´sa. Eze´rt ezen egzakt
elja´ra´sok legfeljebb tesztelo˝ szerepet to¨lthetnek be, hiszen, ha megvan a megolda´s, nincs
szu¨kse´g a megolda´st, vagy interpreta´cio´t ko¨nny´ıto˝ lokaliza´cio´s ko¨zel´ıte´sre.
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2.6 Alkalmaza´s n−40Ca szo´ra´sra
Alkalmaza´si pe´ldake´nt tekintsu¨k a n−40Ca szo´ra´sra vonatkozo´ u´n. Frahn-Lemmer
nemloka´lis kernelt5
K˜l(r, r
′) = 4πrr′V (R)Hl(r, r
′),
(
R =
r + r′
2
)
, (56a)
ahol
V (R) =
−71
1 + e(R−4.17)/0.65
MeV, (56b)
az alakfaktor e´s
Hl(r, r
′) =
1
(πγ2)3/2
e−(r
2+r′2)/γ2il(2rr
′/γ2), (γ = 0.85 fm2) (56c)
a nemlokalita´sbo´l eredo˝ faktor, amelyben il a mo´dos´ıtott Bessel-fu¨ggve´ny. (A fenti
ke´pletekben az o¨sszes hossz t´ıpusu´ mennyise´g fm-ben me´rendo˝).
Ez a potencia´l realisztikusnak tekintheto˝, amennyiben a belo˝le sza´molt hata´skereszt-
metszet jo´l fitteli az alacsony energia´s n+40Ca szo´ra´si adatokat.
A kernelt a 3. a´bra szemle´lteti l = 0, 2, 4, 6, kvantumsza´mokra. Jo´l la´thato´, hogy a
nemlokalita´s az r ∼ r′ fo˝a´tlo´ mellett koncentra´lo´dik, e´s a nagysa´ga cso¨kken l no¨vekede´se´vel.
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3. a´bra. Az (56) alatti Frahn-Lemmer nemloka´lis potencia´l MeV/fm egyse´gekben
n-40Ca szo´ra´sra; (a) l = 0, (b) l = 2, (c) l = 4, (d) l = 6.
A 4. a´bra mutatja a Frahn-Lemmer nemloka´lis potencia´lra kapott eredme´nyt, amit az
(55) alatti ke´plet alapja´n sza´moltam az l = 0, 2, 4, 6 impulzusmomentum kvantumsza´mokra
E = 30 MeV szo´ra´si energia mellett. Minden egyes kis a´bra legala´bb ne´gy go¨rbe´t
tartalmaz, amelyek rendre a (41) alatti Tayor sorfejte´s λmax = 0, 1, 2, ill. 3-ad rendu˝
ko¨zel´ıte´se´nek felelnek meg. A 4a)-c) a´bra´kon a pont-vonallal jelo¨lt go¨rbe az egzakt
nemloka´lis potencia´lt jelo¨li, amelyhez valo´ konvergencia felfedezheto˝ az egyes a´bra´kon. A
konvergencia´t terme´szetesen az egyes potencia´lokbo´l sza´molt fa´zistola´sok is mutatja´k, amint
azt az 1. ta´bla´zatban bemutatom. Ve´gso˝ ko¨vetkeztete´s az, hogy a ma´sod, ill. harmad rendu˝
Taylor ko¨zel´ıte´s le´nyegesen jobb eredme´nyt ad, mint a nullad illetve elso˝ rend.
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4. a´bra. V˜l(r) lokaliza´lt potencia´lok, amelyeket az (56) alatti Frahn-Lemmer
nemloka´lis potencia´lra kaptam Taylor sorfejte´s alkalmaza´sa´val az (55) ke´plet szerint
E = 30 MeV energa´n; pontozott vonal: λ = 0, ro¨vid szaggatott vonal: λ = 1,
hosszu´ szaggatott vonal: λ = 2, folytonos vonal: λ = 3, pontozott-szaggatott vonal:
egzakt (Wronskian) eredme´nyek [5]-bo˝l. (a) l = 0, (b) l = 2, (c) l = 4, (d) l = 6.
E´rdekes, hogy lokaliza´cio´s elja´ra´som elso˝ haszna´lata a visszafele´ to¨rte´no˝ alkalmaza´s
volt, amit inverz lokaliza´cio´nak, vagy delokaliza´cio´s elja´ra´snak is nevezhetu¨nk. Az algebrai
szo´ra´selme´let ku¨lo¨nleges, az addigi modelleknek nem megfelelo˝ (nem Woods-Saxon alaku´),
ero˝sen oszcilla´lo´, energia fu¨ggo˝ loka´lis potencia´lokat produka´lt, amelyek jo´l le´ırta´k a
szil´ıcium-oxige´n atommagok rugalmas u¨tko¨ze´seiben me´rt szo¨geloszla´sokat (differencia´lis
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1. ta´bla´zat. Ne´ha´ny tan δl e´rte´k, amelyeket az (56) alatti nemloka´lis
potencia´l (55) szerinti Taylor sorfejte´ses ko¨zel´ıte´se´bo˝l sza´molva kaptam
ku¨lo¨nbo¨zo˝ λmax e´s E esete´n. λ = ∞ jelenti a ko¨zel´ıte´s ne´lku¨li fa´zistola´s
e´rte´keket.
E (MeV) λ tan δ0 tan δ1 tan δ2
0 4.666 −0.208 0.166
1 7.433 −0.191 0.141
1 2 −0.776 −0.463 0.037
3 −0.774 −0.490 0.035
∞ −0.624 −0.436 0.040
E (MeV) λ tan δ0 tan δ1 tan δ3 tan δ5
0 −1.188 −8.352 0.068 0.075
1 −0.978 −5.720 0.067 0.063
10 2 1.236 1.184 −0.196 0.067
3 1.274 1.082 −0.205 0.067
∞ 1.790 1.373 −0.182 0.068
E (MeV) λ tan δ0 tan δ2 tan δ4 tan δ6 tan δ8
0 1.206 0.142 −1.098 0.766 0.048
1 1.424 0.201 −1.017 0.690 0.040
30 2 −0.700 −0.760 −2.077 0.644 0.042
3 −0.656 −0.819 −2.117 0.655 0.043
∞ −0.374 −0.619 −1.951 0.655 0.043
hata´skeresztmetszeteket). A delokaliza´cio´s elja´ra´s eredme´nye az volt, hogy a potencia´lok
oszcilla´lo´ jellege a nemlokalita´sbo´l ered6.
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Nemloka´lis potencia´lok egy ma´sik mo´dszerrel to¨rte´no˝ lokaliza´la´sa´ra me´g visszate´rek a
ke´so˝bbiekben (ld. 4.2.2 pont).
3. Szo´ra´selme´leti varia´cio´smo´dszerek fejleszte´se e´s alkal-
maza´sa direkt szo´ra´sproble´ma´kmegolda´sa´ra
Direkt szo´ra´sproble´ma´nak nevezzu¨k azon szo´ra´selme´leti feladatokat, amelyekben a
potencia´lok ismertek e´s a szo´ra´samplitu´do´, illetve a fa´zistola´sok meghata´roza´sa´ra
to¨rekszu¨nk. Ezen szo´ra´si mennyise´geket teha´t a ku¨lo¨nfe´le reakcio´elme´letekbo˝l sza´mı´thatjuk
ki, amik a Schro¨dinger egyenlet ku¨lo¨nfe´le ko¨zel´ıte´sekkel, felteve´sekkel to¨rte´no˝ megolda´sa´t
jelentik.
A magfizikai vizsga´latokra megfogalmazott (10) alatti csatolt egyenletrendszeru¨nket
ebben a fejezetben egy egyszeru˝bb proble´ma´ra, az elektron-atom u¨tko¨ze´s proble´ma´ja´ra
fogjuk specializa´lni e´s megoldani. Csak olyan u¨tko¨ze´sekkel foglalkozunk, amelyekne´l a
szo´ro´do´ elektron kinetikus energia´ja az atom ioniza´cio´s ku¨szo¨be alatt van.
Egy elektronnak egy n-elektront tartalmazo´ atomon valo´ szo´ro´da´sa´t a Ψ(d)(q1, . . . , qn+1)
(n + 1)-elektron hulla´mfu¨ggve´ny ı´rja le, ahol d a Schro¨dinger egyenlet egy specia´lis
(degenera´lt) megolda´sa´t jelenti e´s a qi szimbo´lumok az ri egyelektron koordina´ta´kon k´ıvu¨l az
η
1/2
±1/2 spin szabadsa´gi fokot is magukban foglalja´k. Ezt az (n + 1)-elektron hulla´mfu¨ggve´nyt
(1)-hez hasonlo´ mo´don kifejtju¨k az n-elektron hulla´mfu¨ggve´nyek Φc teljes rendszere szerint
e´s ro¨gto¨n csonk´ıtjuk is P tagra:
Ψ(d)(q1, . . . , qn+1) = A
P∑
c=1
ψ(c)R(cd), (57)
ahol
ψ(c)(rˆ, ξ) = [ΦJcc (q1, . . . , qn)⊗ [Y lc(rˆ)⊗ η1/2]jc]Ic (58a)
e´s
R(cd)(r) = r−1f (cd)(r). (58b)
A (57) alatti kifejte´st az atomfizika´ban szoros csatola´s kifejte´snek nevezik. Ennek a
Schro¨dinger egyenletbe helyettes´ıte´se´vel nyert, (10)-nek megfelelo˝ egyenletek a csatolt
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csatorna´s, vagy szoros csatola´s egyenletek, amelyeket kompakt forma´ban, a csatorna
kvantumsza´mokat b, c, d betu˝kkel jelo¨lve, a ko¨vetkezo˝ke´ppen ı´rhatunk:
P∑
c=1
Dˆ(bc)f (cd) = 0, b = 1, . . . , N. (59)
Itt Dˆ(bc) jelenti a c csatorna´bo´l a b-be valo´ szo´ra´st okozo´ opera´tort, ami a
Dˆ(bc) = H(bc) − ǫcδ(bc) (60)
forma´ban ı´rhato´, ahol a relat´ıv mozga´st jellemzo˝
ǫc = E − Ec (61)
csatorna energia az E teljes energia e´s az Ec target energia ku¨lo¨nbse´ge.
A H(bc) csatorna Hamilton opera´tornak a kinetikus energia re´sze diagona´lis szerkezetu˝, a
potencia´lis energia re´sze pedig nemdiagona´lis loka´lis e´s nemloka´lis tagokbo´l a´ll (h¯ = 1, m =
1, e = 1):
H(bc) =
[
−1
2
d2
dr2
+
lc(lc + 1)
2r2
]
δ(bc) + Uˆ (bc), (62)
ahol teha´t
Uˆ (bc) = V (bc)(r) + Wˆ (bc), (63)
V (bc)(r) = 〈ψ(b)(rˆ, ξ)|V |ψ(c)(rˆ, ξ)〉 (64a)
e´s
Wˆ (bc)f (bc) =
∫ ∞
0
rW (bc)(r, r′)r′f (bc)(r′)d r′, (64b)
W (bc)(r, r′) = 〈ψ(b)(rˆ, ξ)|H − E|(A− 1)ψ(c)(rˆ, ξ)〉. (64c)
Itt H = HT + Te + V a target+elektron rendszer teljes Hamilton opera´tora, e´s V a target
atom e´s a szo´ro´do´ elektron ko¨zti Coulomb ko¨lcso¨nhata´st jelenti.
Mivel az (59) alatti egyenletet most meg akarjuk oldani, specifika´lni kell a
hata´rfelte´teleket is. Az f (cb) megolda´s ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ viselkede´se´t az lc(lc + 1)/r
2-es
centrifuga´lis tag szabja meg:
f (cb)(r) ∝ rlc+1, r → 0. (65)
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Az (59) e´s (60) alatti egyenletekben csupa´n nyitott csatorna´kra szor´ıtkozunk a tova´bbiakban
(ǫc ≥ 0, c = 1, . . . , P ), ı´gy a radia´lis csatorna hulla´mfu¨ggve´nyek szoka´sos aszimptotikus
alakja a ko¨vetkezo˝ke´ppen ı´rhato´:
f (cd)(r) ∝ k−1/2c [δcd sin(kcr − lcπ/2) +Kcd cos(kcr − lcπ/2)], r →∞, (66)
ahol
k2c/2 = ǫc. (67)
A Kcd mennyise´g jelenti a K szimmetrikus reaktancia matrix egy eleme´t, amely a T
a´tmeneti szo´ra´s matrixszal a ko¨vetkezo˝ kapcsolatban a´ll:
T = K(I − iK)−1. (68)
A c csatorna´bo´l a d-be vezeto˝ reakcio´ parcia´lis (reakcio´) hata´skeresztmetszetet pedig a
σcd =
4π
k2c
|Tdc| (69)
o¨sszefu¨gge´s adja meg.
3.1 Legkisebb ne´gyzetek varia´cio´s mo´dszer csatolt csatorna´s reak-
cio´egyenletek megolda´sa´ra
Mind a magreakcio´ elme´letek, mind az atomfizikai reakcio´ elme´letek csatolt csatorna´s
ko¨zel´ıte´se nagysza´mu´ csatolt integro-differencia´l egyenlet szimulta´n megolda´sa´t ige´nyli. Ilyen
egyenletek direkt numerikus integra´la´si technika´val to¨rte´no˝ megolda´sa me´g a legnagyobb
sza´mı´to´ge´pek haszna´lata´val is nehe´zse´gbe u¨tko¨zik, mivel a nemloka´lis potencia´lok felle´pte
miatt memo´ria helyfoglala´si proble´ma´k e´s o¨sszegze´sbo˝l eredo˝ pontatlansa´gi hiba´k le´phetnek
fel. Azonban a ko¨to¨tt a´llapotok sza´mola´sa´ra kifejlesztett, ba´zisfu¨ggve´nyek szerinti kifejte´si
technika alkalmaza´sa´val e nehe´zse´gek megszu˝nnek. Eze´rt kezdtem el vizsga´lni a kifejte´si
technika´ra e´pu¨lo˝ legkisebb ne´gyzetek varia´cio´s mo´dszert (LVM), amit Lada´nyi e´s Szondy7
me´g a 60-as e´vek ve´ge´n fejlesztett ki inte´zetu¨nkben, potencia´lszo´ra´sra. (Varia´cio´s direkt
mo´dszereknek az egyszeru˝ direkt mo´dszerekhez ke´pest a pontossa´gban van elo˝nyu¨k, mint
la´tni fogjuk a ke´so˝bbiekben.)
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Ebben a fejezetben az LVM mo´dszert alkalmassa´ teszem reakcio´k sza´mola´sa´ra, azaz
csatolt csatorna´s integro-differencia´l egyenletek megolda´sa´ra [T2/1].
Minden kifejte´si technika´nak az a le´nyege, hogy a meghata´rozni k´ıva´nt fu¨ggve´nyt egy
ve´gtelen elemu˝ ba´zis teljes rendszere szerinti ve´ges o¨sszegu˝ kifejte´ssel ko¨zel´ıti. Az (59)-es
egyenletben f (cd) a meghata´rozando´ fu¨ggve´ny, ennek aszimptotikus alakja´bo´l leolvashato´k
a szo´ra´st jellemzo˝ fontos mennyise´gek. A reakcio´ban (u¨tko¨ze´sben) a´llo´ partnerek relat´ıv
szo´ra´si hulla´mfu¨ggve´nye´t ezek szerint a ko¨vetkezo˝ kifejte´ssel ko¨zel´ıtju¨k:
f (cd)
′
=
N∑
i=−1
a
(cd)
i ϕ
(c)
i (r), (70)
ahol a ko¨zel´ıtett radia´lis fu¨ggve´nyto˝l is terme´szetesen megko¨vetelju¨k a (65), valamint (66)
alatti hata´rfelte´telek kiele´g´ıte´se´t. Eze´rt kifejte´si (ba´zis) fu¨ggve´nyeinket a ko¨vetkezo˝ke´ppen
vesszu¨k fel:
ϕ
(c)
−1(r) = k
1/2rjl(kr) (71)
ϕ
(c)
0 (r) = k
−1/2(1− e−βr)l+1 cos(kr − lπ/2) (72)
ϕ
(c)
i (r) = Air
l+ie−αr, i = 1, . . . , N (73)
ahol az r relat´ıv koordina´ta, a k, l fizikai, a β, α nemfizikai (regulariza´cio´s, ill. ska´la-)
parame´terek, valamint az Ai norma´la´si a´llando´k mind a c csatorna´ra vonatkoznak. A d
csatorna´hoz valo´ csatola´st az a
(cd)
i linea´ris kifejte´si egyu¨tthato´k adja´k, amelyeket az LVM
varia´cio´s mo´dszerrel hata´rozunk meg.
A (71) e´s (72) alatti (u´n. kontinuum) fu¨ggve´nyek a hata´rfelte´telek kiele´g´ıte´se´t seg´ıtik,
eze´rt az elo˝fordula´si su´lyukat megszabo´ a
(cd)
−1 e´s a
(cd)
0 egyu¨tthato´kat a szo´ra´selme´letben
(aszimptotikus) normaliza´cio´s faktoroknak nevezzu¨k. A (66) aszimptotikus alakbo´l
nyilva´nvalo´, hogy ezeknek csak relat´ıv ara´nya fontos, eze´rt a−1-et egyre´szt diagona´lisnak,
ma´sre´szt azonosnak vehetju¨k minden csatorna´ra:
a
(cd)
−1 = δ
(cd)a−1. (74)
Az a−1 norma´la´si egyu¨tthato´ szerepe´re me´g visszate´rek.
A (70)-(74) alatti egyenleteket az (59) csatolt Schro¨dinger egyenletbe helyettes´ıtve a jobb
oldal nem lesz ze´rus:
P∑
c=1
Dˆ(bc)f (cd)
′
= ∆(bc)(r, a−1, a
(1d)
0 , a
(2d)
0 , . . . , a
(Pd)
N ), b = 1, . . . , P. (75)
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ahol a ∆(bc) devia´cio´k nemcsak a relat´ıv ta´volsa´gto´l, de az o¨sszes linea´ris kifejte´si
parame´terto˝l is fu¨ggnek me´g. Az is nyilva´nvalo´, hogy ezek a devia´cio´s fu¨ggve´nyek
’ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ak’, azaz r →∞ esete´n ze´rushoz tartanak.
Ahhoz, hogy az a
(cd)
i egyu¨tthato´kat meghata´rozzuk a legkisebb ne´gyzetek varia´cio´s
mo´dszerrel, bevezetju¨k a χ
(b)
h (r) ne´gyzetesen integra´lhato´ fu¨ggve´nyekbo˝l a´llo´ teljes rendszert,
amelynek elemeit tesztfu¨ggve´nyeknek nevezzu¨k. Atomfizikai proble´ma esete´n tesztfu¨ggve´ny
rendszeru¨nket a jo´l ismert Slater-fu¨ggve´nyek alkothatja´k:
χ
(b)
h (r) = B
(b)
h r
lb+he−γbr, h = 1, 2, . . . (76)
ahol figyelemmel voltunk a (65) alatti origo´beli hata´rfelte´telre e´s bevezettu¨nk egy u´jabb
nemlinea´ris ska´laparame´tert (γb), valamint norma´la´si a´llando´t (B
(b)
h ).
Devia´cio´s vektorunk egyes komponenseit az ime´nt bevezetett tesztfu¨ggve´ny te´rben a
ko¨vetkezo˝ skala´rszorzat adja meg:
〈
χ
(b)
h |∆(bc)
〉
=
∫ ∞
0
χ
(b)
h (r)∆
(bc)(r)d r. (77)
Ezen komponensek ne´gyzeto¨sszege nyilva´nvalo´an egyfajta me´rte´ke´t adja a radia´lis
hulla´mfu¨ggve´nyek fenti kifejte´s a´ltal teljesu¨lo˝ pontossa´ga´nak, eze´rt bevezetju¨k az ala´bbi
hibafunkciona´lt:
λ(d)[f (1d)
′
, . . . , f (Pd)
′
] =
∑P
b=1
∑M
h=1 w
(b)
h
∣∣∣〈χ(b)h |∆(bc)〉
∣∣∣2
|a−1|2 , (78)
amely az o¨sszes f (1d)
′
, . . . , f (Pd)
′
meghata´rozando´ radia´lis hulla´mfu¨ggve´nynek az egzaktto´l
valo´ elte´re´se´t, hiba´ja´t me´ri. A fenti hiba funkciona´lban M jelenti a tesztfu¨ggve´nyek
sza´ma´t, w
(b)
h egy ke´nyelmesen va´laszthato´ pozit´ıv su´lyfaktor e´s a nevezo˝beli, hata´rfelte´tellel
kapcsolatos a−1 egyu¨tthato´ [ld. (74) egyenlet] biztos´ıtja a fontos szinuszos tag jelenle´te´t az
elko¨vetkezendo˝ varia´cio´s sza´mola´s folyama´n.
A tesztfu¨ggve´nyek sza´ma´ra kiro´juk az
M > N + 2 (79)
felte´telt. M elvben ve´gtelen kell legyen ahhoz, hogy a tesztfu¨ggve´nyek teljes rendszere´ro˝l
besze´lhessu¨nk. Gyakorlati okokbo´l azonban csak M ve´ges elemu˝ tesztfu¨ggve´ny te´rben
dolgozhatunk nyilva´nvalo´an. Mindez elmondhato´ a ba´zisfu¨ggve´nyek tere´ro˝l is, amit N
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elemu˝re szu˝k´ıtu¨nk le. A (79) alatti felte´telt akkor e´rthetju¨k meg legegyszeru˝bben, ha
meggondoljuk, hogy csupa´n M = N + 2 sza´mu´ tesztfu¨ggve´nyt haszna´lva, a (78) alatti hiba
funkciona´l e´rtelme´t veszti, hiszen M sza´mu´ (77) definia´lta skala´rszorzatot mindig ze´russa´
tehetu¨nk az N + 2 sza´mu´ a
(cd)
i , i = −1, . . . , N linea´ris parame´terek megfelelo˝ va´laszta´sa´val.
Ahhoz teha´t, hogy hiba´ro´l besze´lhessu¨nk, minima´lisan eggyel to¨bb tesztfu¨ggve´ny elemu¨nk
kell legyen, mint ba´ziselem (a ba´ziselem sza´mhoz most hozza´sza´molva az aszimptotikus
norma´la´st biztos´ıto´ (71)-(72) fu¨ggve´nyeket is).
Ce´lunk a (78) alatti hiba funkciona´l minimaliza´la´sa az a−1 e´s a
(cd)
i (i = 0, . . . , N, c =
1, . . . , P ) egyu¨tthato´k optima´lis megva´laszta´sa a´ltal. Ehhez ke´pezzu¨k (78) ezen egyu¨tthato´k
szerinti varia´cio´ja´t. Az eredme´ny egy olyan saja´te´rte´k proble´ma lesz, ahol a λ(d) saja´te´rte´k
csak az a−1 egyu¨tthato´val kapcsolatos (balfelso˝) diagona´lisban fordul elo˝. Homoge´n
egyenletrendszerro˝l le´ve´n szo´, az egyu¨tthato´ saja´tvektort norma´lhatjuk u´gy, hogy
a−1 = 1 (80)
legyen. Ekkor viszont saja´te´rte´k proble´ma´nk sze´tesik egy linea´ris inhomoge´n egyenlet-
rendszer feladatra:
P∑
c=1
N∑
i=1
L
(bc)
hi a
(cd)
i = −L(bd)h,−1, b = 1, . . . , P, h = 0, . . . , N, (81)
valamint egy explicit egyenletre a (hiba) saja´te´rte´k meghata´roza´sa´ra:
λ(d) = L
(dd)
−1,−1 +
P∑
c=1
N∑
i=1
L
(dc)
−1i . (82)
A fenti egyenletekben az L matrix elemeit a ko¨vetkezo˝ formula´k definia´lja´k:
L
(bc)
hi =
P∑
b=1
M∑
h′=1
w
(b′)
h′
〈
χ
(b′)
h′ |Dˆ(b
′b)|ϕ(b)h
〉∗ 〈
χ
(b′)
h′ |Dˆ(b
′c)|ϕ(c)i
〉
, (83)
e´s 〈
χ
(b′)
h′ |Dˆ(b
′c)|ϕ(c)i
〉
=
∫ ∞
0
χ
(b′)
h′ (r)Dˆ
(b′c)ϕ
(c)
i (r)d r. (84)
A szo´ra´selme´let sza´ma´ra e´rdekes mennyise´get, a Kcd reaktancia matrix elemet, a (81)
alatti egyenletrendszer megolda´sake´nt a
Kcd = a
(cd)
0 (85)
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o¨sszefu¨gge´sbo˝l kapjuk meg, ami a (66) alatti aszimptotikus hata´rfelte´telbo˝l, a (70)-(73)
alatti kifejte´sbo˝l, valamint a (74) alatti norma´la´sbo´l nyilva´nva´nvalo´.
Azonban sza´mola´sunk szu¨kse´gszeru˝en ko¨zel´ıto˝ jellegu˝. Ez abban is megnyilva´nul, hogy
a kapott reaktancia matrix nemszimmetrikus, szemben az egzakttal. Ezen a proble´ma´n a
Taylor sorfejte´s esete´n ma´r megismert (vo¨. (44) egyenlet) egyszeru˝ e´s legitim szimmetriza´la´si
elja´ra´ssal seg´ıtu¨nk, e´s (85) helyett a reaktancia matrixelemeket a
Kcd =
1
2
(a
(cd)
0 + a
(dc)
0 ) (86)
defin´ıcio´bo´l fogjuk a tova´bbiakban sza´molni. Az, hogy mennyire nem szimmetrikus a
reaktancia matrix elem, e´ppen a rugalmatlan (nemdiagona´lis) csatorna´kra vonatkozo´
sza´mola´s pontossa´ga´ra ad egyfajta me´rte´ket. Eze´rt definia´ljuk a
∆Kcd =
1
2
(a
(cd)
0 − a(dc)0 ) (87)
ku¨lo¨nbse´get is, mint a sza´mola´s pontossa´ga´ra jellemzo˝ mennyise´get.
A diagona´lis (rugalmas) csatorna´kban a hiba´t a (82) alatti a´ltala´nos hiba´val
jellemezhetju¨k. Ez alulro´l korla´tos mennyise´g, legkisebb e´rte´ke ze´rus. (Egzakt sza´mola´s,
N,M → ∞ esete.) Ro¨gz´ıtett N ba´zisfu¨ggve´ny sza´m esete´n, M no¨vele´se´vel a tesztfu¨ggve´ny
te´r egyre teljesebbe´ va´lik. Eze´rt, a devia´cio´k ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ volta, valamint a (78) alatti
kifejeze´s pozit´ıv definitse´ge miatt nyilva´nvalo´, hogy λ(d) monoton cso¨kken a tesztfu¨ggve´nyek
M sza´ma´nak a no¨vekede´se´vel.
Mega´llap´ıthatjuk teha´t, hogy (78) alatti LVM funkciona´l e´s a belo˝le (a linea´ris
parame´terek varia´la´sa´val, majd a (80) alatti norma´la´ssal) kapott (82) alatti egyenletrendszer
nemcsak a k´ıva´nt (86) alatti megolda´st adja meg, de az elve´gzett sza´mola´s jo´sa´ga´ra ne´zve is
ro¨gto¨n felvila´gos´ıta´st ad (82) re´ven.
3.2 Eredme´nyek
Fenti csatolt csatorna´s egyenleteket elektron-hidroge´natom szo´ra´s esete´re fogjuk megoldani
az LVM mo´dszerrel. Az elektron-hidroge´natom u¨tko¨ze´s eme szoros csatola´s modellje me´g ma
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is minden u´j metodikai fejleszte´s pro´bako¨ve´nek sza´mı´t, amely kiva´lo´an alkalmas a va´lasztott
mo´dszer teljes´ıto˝ke´pesse´ge´nek felme´re´se´re is. Egy ma´sik szoka´sos pe´lda a szo´ra´sproble´ma´k
sza´mola´sa´ra szolga´lo´ mo´dszerek tesztele´se´re az u´n. Huck modell, amely elektron-atom
szo´ra´st modellez csatolt dere´kszo¨gu˝ potencia´lokkal.
Az (57) alatti kifejte´s egycsatorna´s va´ltozata´t (P = 1) sztatikus kicsere´lo˝de´si ko¨zel´ıte´snek
nevezik, mivel egyetlen, az alapa´llapoti target atom hulla´mfu¨ggve´ny szerepel benne. Az (57)
szoros-csatola´s kifejte´s teha´t nem engedi meg az atom gerjeszto˝de´se´t, a target atomot csak
’sztatikusan’ veszi figyelembe. Ugyanakkor azA antiszimmetriza´lo´ opera´tor kifejti kicsere´le´si
hata´sa´t, ami a nemloka´lis potencia´lt eredme´nyezi.
Amikor ke´t tagot veszu¨nk figyelembe (57)-ben (N = 2), akkor kapjuk az u´n. ke´ta´llapotu´
szoros csatola´s ko¨zel´ıte´st, ami terme´szetesen maga´ba foglalja a sztatikus ko¨zel´ıte´st is.
3.2.1 Elektron-hidroge´natom szo´ra´s
A hidroge´natom 1s e´s 2s hulla´mfu¨ggve´nyeit
Φ1(r) =
1√
π
e−r, (88a)
Φ2(r) =
1√
8π
(
1− r
2
)
e−r/2, (88b)
haszna´lva, a
V (bc)(r) =
∫
Φb(r
′)
(
1
|r− r′| −
1
r
)
Φc(r
′)d 3r′ (89)
loka´lis potencia´lokat ko¨nnyen kisza´mı´thatjuk (b, c = 1, 2):
V (11)(r) = −
(
1
r
+ 1
)
exp(−2r), (90a)
V (12)(r) = V (21)(r) =
√
2
4
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(
3r
2
+ 1
)
exp(−3r/2), (90b)
V (22)(r) = −
(
1
r
+
3
4
+
r
4
+
r2
8
)
exp(−r). (90c)
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A nemloka´lis potencia´lokra a ko¨vetkezo˝ a´ltala´nos ke´plet ado´dik (b, c = 1, 2):
W (bc)(r, r′) = (−1)S4πΦc(r)
(
E − Ec −Eb − 1
r>
)
Φb(r
′), (91)
ahol S = 0 jelenti a szinglett, S = 1 a triplett szo´ra´st, r> = max(r, r
′) e´s
E1 = −1
2
au, E2 = −1
8
au. (92)
A (81) alatti egyenleteket
M = N + 10 (93)
esete´n fogjuk megoldani, teha´t a minima´lisan szu¨kse´gesne´l he´ttel to¨bb tesztfu¨ggve´nyt
veszu¨nk figyelembe. Ezenk´ıvu¨l, az egyszeru˝se´g kedve´e´rt, az o¨sszes su´lyozo´ parame´tert egynek
va´lasztjuk:
w
(b′)
h′ = 1, (94)
valamint az o¨sszes nemlinea´ris ska´la parame´tert azonosnak vesszu¨k:
αc = βc = γc = α. (95)
Az LVM mo´dszer mu˝ko¨de´se´re jellemzo˝ konvergencia adatokat a 2. ta´bla´zatban soroltam
fel az lc = 0 (s-hulla´m) szo´ra´s szinglett fa´zistola´saira ne´zve ku¨lo¨nbo¨zo˝ α = 1.1, 2.0, 3.0
nemlinea´ris parame´ter e´rte´kek mellett, a ba´zis fu¨ggve´ny sza´m (N = 2, 4, . . . , 20)
fu¨ggve´nye´ben. Mindegyik esetre a ko¨zel´ıte´s jo´sa´ga´ra jellemzo˝ e´s a (82) alatti egyenletbo˝l
sza´molhato´ hiba saja´te´rte´k is fel van tu¨ntetve.
A 2. ta´bla´zatot tanulma´nyozva mege´rthetju¨k az LVM mo´dszer le´nyege´t. Az elso˝
oszlopban, az α = 1.1 nemlinea´ris parame´ter e´rte´k esete´n ve´gzett sza´mola´s esete´n azt
gondolhatna´nk, hogy az N = 18, 20 ba´zisfu¨ggve´ny elegendo˝en bekonverga´lt fa´zistola´s
e´rte´ket (1.87015782) szolga´ltatott, megfelelo˝en kicsi hiba saja´te´rte´kkel (2× 10−24). Azonban
la´thatjuk a ko¨ze´pso˝ oszlopban, hogy ezen fa´zistola´s e´rte´k o¨sszes jegye´re me´g nem pontos,
azaz a konvergencia csak la´tszo´lagos, mivel α = 2 nemlinea´ris parame´ter melletti sza´mola´s
az 1.87015778 e´rte´ket adja. Ezt az e´rte´ket aze´rt tudjuk elfogadni az elo˝zo˝ helyett, mert a
hozza´tartozo´ hiba saja´te´rte´k szignifika´nsan, ne´gy nagysa´greddel kisebb (8× 10−28).
Az LVM vonzo´ tulajdonsa´ga teha´t abban nyilva´nul meg, hogy bizonyos ke´tes esetekben
do¨nthetu¨nk a sza´mola´s jo´sa´ga (pontossa´ga) felo˝l a mindenkori hiba saja´te´rte´k vizsga´lata
re´ve´n, amely le´teze´se a mo´dszer le´nyege´bo˝l fakad.
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2. ta´bla´zat. Sza´molt δ[0](N,α) szinglett s-hulla´m fa´zistola´s e´rte´kek e´s λ(1)(N,α) hiba
e´rte´kek ku¨lo¨nbo¨zo˝ N ba´zisfu¨ggve´ny sza´m e´s α nemlinea´ris ska´la parame´ter esete´n. A
hulla´msza´m ro¨gz´ıtett e´rte´ke: k1 = 0.2 au.
N δ[0](N, 1.1) λ(1)(N, 1.1) δ[0](N, 2.0) λ(1)(N, 2.0) δ[0](N, 3.0) λ(1)(N, 3.0)
2 1.86066805 1.6× 10−3 1.99938103 5.5× 10−1 2.67453477 2.7× 100
4 1.86988303 3.4× 10−7 1.88708792 4.8× 10−3 1.90236088 2.0× 10−1
6 1.87016446 1.6× 10−10 1.87360882 1.5× 10−5 1.88983351 2.5× 10−3
8 1.87015808 8.5× 10−12 1.87072980 2.4× 10−8 1.88087862 2.0× 10−5
10 1.87015610 2.0× 10−13 1.87023616 2.4× 10−11 1.87464306 1.1× 10−7
12 1.87015612 2.8× 10−15 1.87016668 1.8× 10−14 1.87176175 4.3× 10−10
14 1.87015705 2.3× 10−17 1.87015858 1.1× 10−17 1.87067069 1.4× 10−12
16 1.87015765 1.3× 10−19 1.87015782 5.7× 10−21 1.87030753 3.7× 10−15
18 1.87015782 5.5× 10−22 1.87015778 2.4× 10−24 1.87019800 8.9× 10−18
20 1.87015782 2.0× 10−24 1.87015778 8.1× 10−28 1.87016768 1.9× 10−20
A 3. ta´bla´zat ugyancsak az egy-csatorna´s elektron-hidroge´natom u¨tko¨ze´s LVM a´ltal
szolga´ltatott fa´zistola´s e´rte´keit mutatja be sztatikus kicsere´lo˝de´si ko¨zel´ıte´sben triplett e´s
szinglett szo´ra´sra, az irodalomban tala´lt ma´s sza´mola´ssal o¨sszehasonl´ıtva. La´thatjuk, hogy
a ku¨lo¨nbo¨zo˝ hulla´msza´mokra (energia´kra) kapott eredme´nyek kive´tel ne´lku¨l azt jelzik, hogy
az LVM pontossa´ga a legnagyobb. Ku¨lo¨no¨sen figyelmet e´rdemel a k1 = 0.2 au esete´n kapott
triplett szo´ra´s fa´zistola´sa, amelyet szinte ’spektroszko´piai’ (12 jegyes) pontossa´ggal lehetett
megkapni az LVM alkalmaza´sa´val.
Szoros csatola´s ko¨zel´ıte´sben ve´gzett ke´t-csatorna´s LVM sza´mola´s konvergencia
viselkede´se´t mutatja a 4. ta´bla´zat, ahol a reaktancia matrixokat soroltam fel a megfelelo˝
hiba saja´te´rte´kekkel, illetve nemdiagona´lis reaktancia matrix ku¨lo¨nbse´gekkel (ld. (87)
egyenlet), ku¨lo¨nbo¨zo˝ ba´zis fu¨ggve´ny sza´mok esete´re, k1 = 1 au bemeno˝ hulla´msza´m e´s
α = 2 nemlinea´ris parame´ter esete´n. A ta´bla´zatot tanulma´nyozva mega´llap´ıthatjuk, hogy 20
ba´zisfu¨ggve´ny esete´n mind a ha´rom (ne´gy) mennyise´g esete´n he´t tizedesjegyu˝ bekonverga´lt
e´rte´ket kaptunk a reaktancia matrix elemekre.
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3. ta´bla´zat. LVM mo´dszerrel N = 20 ba´zisfu¨ggve´nnyel sza´molt δ[0]
szinglett e´s δ[1] triplett fa´zistola´sok k1 = 0.2, 0.5 e´s 1.0 au hulla´msza´m
esete´n, elekton-hidroge´natom u¨tko¨ze´sre sztatikus kicsere´lo˝de´si ko¨zel´ıte´sben.
O¨sszehasonl´ıta´sul ma´s mo´dszerrel (J8, M9, HS10) ele´rt legpontosabb
eredme´nyek is fel vannak tu¨ntetve.
δ[0] δ[1]
k1 = 0.2au
J
M
HS 1.870158 2.67915
LVM 1.87015878 2.67914873382
k1 = 0.5au
J 1.031 2.070
M 1.031 2.070
HS
LVM 1.03149828 2.070066636
k1 = 1.0au
J 0.543 1.391
M 0.541 1.389
HS 0.5428946 1.39052
LVM 0.54289464 1.390519779
Ve´gu¨l az 5. ta´bla´zat tartalmazza a ma´s mo´dszerekkel to¨rte´no˝ o¨sszehasonl´ıta´st a ke´t-
csatorna´s elektron-hidroge´natom szo´ra´s σ
[0]
12 parcia´lis hata´skeresztmetszet e´rte´keire, szinglett
u¨tko¨ze´sre e´s k1 = 1, 1.2, 1.5, 2 au bemeno˝ hulla´msza´m eseteire vonatkozo´an. Itt is az LVM
ma´s mo´dszerekhez viszony´ıtott pontosabb volta figyelheto˝ meg.
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4. ta´bla´zat. Sza´molt K11(N ;α), λ
(1)(N ;α), K12(N ;α), ∆K12(N ;α),
K22(N ;α) e´s λ
(2)(N ;α) reaktancia matrix e´rte´kek elektron-hidroge´natom
u¨tko¨ze´sre ke´ta´llapotu´ szoros csatola´s ko¨zel´ıte´sben, valamint a sza´mola´s
pontossa´ga´t jellemzo˝ hiba saja´te´rte´kek, illetve nemdiagona´lis reaktancia
matrixelem ku¨lo¨nbse´gek ne´ha´ny N ba´ziselem sza´m esete´re a k1 = 1.0 au
bemeneti hulla´msza´m mellett. A nemlinea´ris parame´ter α = 2 au e´rte´ken
lett ro¨gz´ıtve.
N K11(N ; 2.0) λ
(1)(N ; 2.0)K12(N ; 2.0) |∆K12(N ; 2.0)|K22(N ; 2.0)λ(2)(N ; 2.0)
2 1.1058419 2.0× 10−3 0.4491678 5.5× 10−2 −0.4008107 4.9× 10−2
4 1.1490601 4.5× 10−5 0.3820256 3.1× 10−3 −0.3432615 4.1× 10−5
6 1.1525031 1.6× 10−8 0.3888019 2.7× 10−5 −0.3279702 4.0× 10−6
8 1.1527882 7.5× 10−10 0.3873718 7.4× 10−5 −0.3192054 2.9× 10−9
10 1.1530019 4.5× 10−13 0.3871720 3.0× 10−5 −0.3189450 1.0× 10−11
12 1.1530122 9.6× 10−16 0.3872067 7.9× 10−6 −0.3188105 2.8× 10−14
14 1.1530138 2.2× 10−18 0.3871972 1.7× 10−6 −0.3187685 2.5× 10−19
16 1.1530148 1.1× 10−23 0.3871968 3.1× 10−7 −0.3187697 3.3× 10−20
18 1.1530147 1.8× 10−24 0.3871970 5.3× 10−8 −0.3187692 8.7× 10−24
20 1.1530147 4.3× 10−28 0.3871970 8.3× 10−9 −0.3187691 7.9× 10−27
3.2.2 Huck modell
Az LVM-t teszteltem [T2/2] egy egzaktul megoldhato´ ha´rom csatorna´s modellre is, az u´n.
mo´dos´ıtott Huck modellre,12 amely le´nyege´ben ha´rom csatolt dere´kszo¨gu˝ potencia´l vo¨lgybo˝l
a´ll. Eredete az elektron-hidroge´natom szo´ra´s modelleze´se´re vezetheto˝ vissza, amennyiben
egy re´szecske szo´ro´dik egy ma´sik, ve´gtelen potencia´lgo¨do¨rbe za´rt re´szecske´n. A target
ve´gtelen to¨megu˝, a szo´ro´do´ e´s ko¨to¨tt re´szecske megku¨lo¨nbo¨ztetheto˝, eze´rt csak loka´lis
ko¨lcso¨nhata´s van a ke´t re´szecske ko¨zo¨tt. Defin´ıcio´ja:
H = HT (r1) +HR(r2) +HTR(r1, r2) (96)
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5. ta´bla´zat. LVM mo´dszerrel N = 20 ba´zisfu¨ggve´nnyel sza´molt σ
[0]
12
szinglett nemdiagona´lis parcia´lis hata´skeresztmetszet πa20 egyse´gben (a0
a Bohr suga´r) k1 = 1.0, 1.2, 1.5 e´s 2.0 au bemeno˝ hulla´msza´m esete´n,
elektron-hidroge´natom rugalmatlan u¨tko¨ze´sre ke´t-csatorna´s szoros csatola´s
ko¨zel´ıte´sben. O¨sszehasonl´ıta´sul ma´s mo´dszerrel (SMM11, M19, M29) ele´rt
legpontosabb eredme´nyek is fel vannak tu¨ntetve.
σ
[0]
12
k1 = 1.0 au k1 = 1.2au k1 = 1.5au k1 = 2.0au
SMM 0.200 0.102 0.0450 0.0154
M1 0.1997 0.1018 0.0445 0.0147
M2 0.20001 0.1020 0.0449 0.0152
LVM 0.1999839 0.1020873 0.045032 0.01545
ahol a target Hamilton opera´tora:
HT = −1
2
d 2
d r2
+ VT (r), VT =
{
0 r < 2π,
∞, r > 2π, (97)
a szo´ro´do´ re´szecske Hamilton opera´tora pedig:
HR = −1
2
d 2
d r2
. (98)
A szo´ro´do´ e´s a target re´szecske ko¨zti csatolt csatorna´s ko¨lcso¨nhata´st a potencia´l szepara´bilis
kifejte´si (PSE) alakban vesszu¨k fel:
VTR(r1, r2) =
∞∑
i,j=1
|Φi(r1)〉Vij(r2)〈Φj(r1)|, (99)
ahol Vij(r2) a csatolo´ potencia´l, amelyro˝l feltesszu¨k, hogy ro¨vidhato´ta´vu´ e´s konstans:
Vij(r) =
{
cij r < 1
0 r > 1
, (100)
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Φi(r) pedig a target hulla´mfu¨ggve´ny, azaz
Φi(r) = Ai sin(
√
2Ei r), Ai = π
−1/2, Ei = i
2/8. (101)
Ez a modell elvben teha´t ve´gtelen sok csatorna (target a´llapot) hata´sa´t figyelembe tudja
venni. Amennyiben a cij a´llando´kat a ko¨vetkezo˝ke´ppen va´lasztjuk (au egyse´gben):
c12 = c21 =
√
5/2, c13 = c31 = 1/10, c23 = c32 = 2/10, c33 = −2, (102)
e´s minden ma´s cij = 0, akkor kapjuk a mo´dos´ıtott Huck modellt,
12 amely azzal a
tulajdonsa´ggal rendelkezik, hogy sze´tcsatolt esetben (ci6=j = 0 au) a harmadik csatorna
E = 0.214493 au teljes energia esete´n rezonancia fa´zistola´ssal (δ(33) = π/2, K33 = ∞)
rendelkezik, e´s ez a tulajdonsa´g hasonl´ıt az elektron-hidroge´natom szo´ra´s esete´re.
A Huck modell sza´mı´ta´stechnikailag nehezebb feladatot jelent a potencia´l hirtelen ugra´sa
miatt, mint az elektron-hidroge´natom szo´ra´s to¨bbcsatorna´s ta´rgyala´sa szoros csatola´s
ko¨zel´ıte´sben. Eze´rt kifinomult mo´dszerek serege´t vetette´k be annak e´rdeke´ben, hogy
hata´sosan tudja´k reproduka´lni a Huck modell egzaktul ismert szo´ra´si adatait. E sok mo´dszer
ko¨zu¨l itt csak egyet nevezek meg, Nesbet u´n. RIAF (restricted-interpolated anomaly-free)
mo´dszere´t, e´s a to¨bbit illeto˝en is Nesbet monogra´fia´ja´ra13 utalok. Ezen mo´dszerek egyike´vel
sem lehetett kiele´g´ıto˝ (gyorsan konverga´lo´ pontos) eredme´nyt kapni.
Amennyiben a numerikus nehe´zse´gek forra´sa a potencia´l diszkontinuita´sa´ban keresendo˝,
akkor pro´ba´lkozhatunk12 a (78) alatti ba´zisfu¨ggve´nyek kiege´sz´ıte´se´vel oly mo´don, hogy
minden Slater-fu¨ggve´ny melle´ me´g egy ’eltolt’
ϕ˜i = Ai(r − 1)i+1e−α(r−1), r ≥ 1, e´s ϕ˜i = 0, 0 < r < 1 (103)
ba´zisfu¨ggve´nyt is alkalmazunk. O¨sszesse´ge´ben ı´gy teha´t 2N ba´zisfu¨ggve´nyt haszna´lunk plusz
a ke´t, aszimptotika´t biztos´ıto´ kontinuum fu¨ggve´nyt, a (70) alatti kifejte´shez. Tesztfu¨ggve´ny
rendszeru¨nk ennek megfelelo˝en 2N + 10 elembo˝l fog a´llni, tova´bbra is a (76) alatti Slater
fu¨ggve´nyeket haszna´lva elemekke´nt.
A 6. ta´bla´zatban az LVM-mel sza´molt δsum(N ;α) saja´tfa´zis o¨sszeg e´rte´keket la´thatjuk
ku¨lo¨nbo¨zo˝ N ba´zisfu¨ggve´ny sza´m e´s α nemlinea´ris parame´ter esete´n E = 1.625 e´s 0.625 au
teljes energia´k mellett. (Megjegyzendo˝, hogy a kisebb energia esete´n a harmadik csatorna
za´rt, a bemeno˝ hulla´msza´m pedig rendre k1 =
√
3 e´s 1 au.) La´thatjuk, hogy erre az egyszeru˝
modellre ma´r 2× nyolc-t´ız ba´zisfu¨ggve´ny esete´n he´tjegyu˝ konvergencia´t sikeru¨lt ele´rni, annak
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6. ta´bla´zat. LVM mo´dszerrel a ha´rom-csatorna´s Huck modellre sza´molt δsum(N ;α)
saja´tfa´zis o¨sszegek, no¨vekvo˝ N ba´zisfu¨ggve´ny sza´m esete´n, ku¨lo¨nbo¨zo˝ α nemlinea´ris
parame´ter e´rte´kek e´s ke´t energia e´rte´k mellett.
k1 =
√
3 k1 = 1
N δsum(N ; 3.25) δsum(N ; 4.25) N δsum(N ; 2.25) δsum(N ; 2.75)
2 −1.243387 +1.477655 2 1.232993 1.231250
4 −1.221531 −1.218107 4 1.254515 1.253446
6 −1.217267 −1.217633 6 1.257261 1.257215
8 −1.217115 −1.217126 7 1.257265 1.257263
10 −1.217114 −1.217114 8 1.257265 1.257265
ellene´re, hogy itt mindha´rom csatorna´t jellemzo˝ adatro´l (he´t reaktancia matrix elemro˝l) van
szo´.
E´rdekesse´gke´ppen megjegyezheto˝, hogy ha csak ke´t-csatorna´s sza´mola´st ve´gzu¨nk
k1 = 1 au esete´n, akkor a saja´tfa´zis o¨sszeg 1.239534 (rad). Ez is mutatja, hogy a
pontos rezonanciahelyek felder´ıte´se´hez igen fontos a za´rt csatorna´k mo´dos´ıto´ hata´sa´nak
figyelembeve´tele is.
3.3 Standard varia´cio´s mo´dszerek
Szo´ra´selme´leti varia´cio´s mo´dszerek ce´lja az, hogy olyan staciona´rius kifejeze´st
sza´rmaztassanak le a szo´ra´smennyise´gekre (δl fa´zistola´s, K reaktancia matrix, T a´tmeneti
matrix, stb.), amelyek ma´sodrendben korrektek, azaz tu´lmennek az elso˝rendu˝ Born
ko¨zel´ıte´sen.
Minden varia´cio´s mo´dszer terme´szetes alapja a szo´ra´si hata´rfelte´telekkel vett Schro¨dinger
egyenlet, vagy a hata´rfelte´teleket is maga´ban foglalo´ Lippmann-Schwinger egyenlet. Ezeket
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az egyszeru˝ egy-csatorna´s, s-hulla´mu´ u¨tko¨ze´s esete´re szimbo´likus jelo¨le´sekkel (opera´tor
alakban) a ko¨vetkezo˝ke´ppen ı´rhatunk fel:
(H − E)|f〉 = 0, lim
U→0
|f〉 = |S〉+K|C〉, (104)
e´s
|f〉 = |S〉+GU |f〉, (105)
ahol |S〉 illetve |C〉 a regula´ris illetve irregula´ris szabad megolda´st jelo¨li, |f〉 az egzakt
megolda´s a´llapotvektora, H az energia opera´tor, U a potencia´l, E a teljes szo´ra´si energia, G
pedig a szabad megolda´shoz tartozo´ Green-opera´tor. Koordina´ta reprezenta´cio´t haszna´lva,
go¨mbszimmetrikus potencia´l esete´n a szo´ra´si a´llapotok, illetve az opera´torok a ko¨vetkezo˝
alakot o¨ltik:
〈r|S〉 ≡ S(r) = k−1/2 sin(kr), 〈r|C〉 ≡ C(r) = k−1/2 cos(kr), 〈r|f〉 = f(r),
(106)
H(r) = − d
2
d r2
+ U(r), E = k2, U(r) = 2V (r) (107)
G(r, r′) = −1
k
∫ ∞
0
d r′S(r<)C(r>),
{
r< = max(r, r
′),
r> = min(r, r′),
(108)
a reaktancia matrixelemet pedig a
K = tan δ = −〈S|U |f〉 = −1
k
∫ ∞
0
sin(kr)U(r)f(r)d r (109)
ke´plet adja meg.
Az irodalomban leginka´bb elterjedt ha´rom varia´cio´s mo´dszerrel foglalkozunk a
tova´bbiakban, nevezetesen a Kohn, a Schwinger, e´s az a´ltala´nos´ıtott Newton varia´cio´s
mo´dszerrel (KVM, SVM, GNVM). Ezen mo´dszereknek a K matrixra vonatkozo´ staciona´rius
kifejeze´sei a ko¨vetkezo˝k (|f〉 a tova´bbiakban varia´lando´ pro´bafu¨ggve´nyt is jelenthet):
KKVMf = −〈S|U |S〉 − 〈f |E −H|f〉, (110)
KSVMf = 〈S|U |f〉+ 〈f |U |S〉 − 〈f |U − UGU |f〉, (111)
KSVMf =
〈f |U |S〉〈S|U |f〉
〈f |U − UGU |f〉 , (112)
KGNVMζ=Uf = −〈S|U |S〉+ 〈S|UG|ζ〉+ 〈ζ |GU |S〉 − 〈ζ |G−GUG|ζ〉, (113)
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KGNVMζ=Uf = −〈S|U |S〉 −
〈ζ |GU |S〉〈S|UG|ζ〉
〈ζ |G−GUG|ζ〉 . (114)
Amint la´thato´, az SVM e´s GNVM esete´n megadtam a norma´la´sto´l fu¨ggetlen frakciona´lis
alakot is.
A fenti varia´cio´s kifejeze´sek extrema´lisak abban az e´rtelemben, hogy a jobb, vagy bal
oldali f pro´ba fu¨ggve´nyt varia´lva az egzakt megolda´s ko¨ru¨l, miko¨zben a ma´sik oldali f -et
egzakt megolda´snak tekintju¨k, ze´rust kapunk. Ugyanakkor a varia´cio´s elvek ma´sik felte´tele
is teljesu¨l: amennyiben f -et az egzakt megolda´ssal azonos´ıtjuk, a fenti kifejeze´sek az egzakt
K matrix e´rte´ket szolga´ltatja´k.
A Schwinger e´s Newton mo´dszer elo˝nye, hogy az f , illetve ζ = Uf pro´ba fu¨ggve´nyek L2
ba´zison kifejtheto˝k, nem ige´nylik az aszimptotika´t biztos´ıto´ kontinuum fu¨ggve´nyeket, mivel
az U ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ potencia´l a matrixelemekben elo˝fordul.
Az f , illetve ζ pro´bahulla´mfu¨ggve´nyeket a megfelelo˝ ba´zison kifejtve az ala´bbi explicit
formula´kat nyerju¨k a reaktancia matrix sza´mola´sa´ra:
KKVM = −〈S|U |S〉 − aT H˜−1a, (115)
ai = 〈S|E −H|ϕi〉, H˜ij = 〈ϕi|E −H|ϕj〉; (116)
KSVM = −dTD−1d, (117)
di = 〈S|U |ϕi〉, Dij = 〈ϕi|U − UGU |ϕj〉; (118)
KGNVM = −〈S|U |S〉 − bTX−1b, (119)
bi = 〈S|UG|ϕi〉, Xij = 〈ϕi|G−GUG|ϕj〉. (120)
A Kohn varia´cio´s mo´dszer haszna´lata ko¨zben kellemetlen jelense´gre bukkantak.
Nevezetesen, amikor a (115) alatti ke´plet szerint sza´molta´k a reaktancia matrix elemet,
az olyan energia e´rte´kek mellett is rezonancia´t jelzett (K = ±∞), amikor a potencia´l nem
indokolta jelenle´te´t. E kellemetlense´g oka nyilva´nvalo´an a ba´zis kifejte´sben, illetve annak
csonkola´sa´ban keresendo˝, hiszen (116) alatti H˜ matrix ve´ges ba´zison nem definit. Ba´rmely
nemlinea´ris α parame´ter esete´n tala´lhato´ olyan E energia e´rte´k, ahol a H˜ determina´nsa
eltu˝nik, hamis rezonancia´t produka´lva eza´ltal. Mivel sokcsatorna´s elektron-atom u¨tko¨ze´s
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sza´mola´sok esete´n nagyon fontos a rezonancia´k felte´rke´peze´se, a Kohn varia´cio´s mo´dszert
bonyolult elja´ra´sokkal pro´ba´lta´k alkalmassa´ tenni a hamis rezonancia´k elkeru¨le´se´re. Ezek
egyike volt a ma´r eml´ıtett RIAF (restricted-interpolation anomaly-free), Nesbet a´ltal
ta´rgyalt13 e´s alkalmazott mo´dszer.
A KVM-mel kapcsolatos proble´ma´k vizsga´lata a hatvanas, hetvenes e´vekre nyu´lik
vissza, amikor fokozatosan elo˝te´rbe keru¨lt a magfizika´ban ma´r sikeresen alkalmazott, a LS
integra´legyenletre alapozott Schwinger varia´cio´s mo´dszer [ld. (117)-(118) alatt], majd ke´so˝bb
az a´ltala´nos´ıtott Newton varia´cio´s elja´ra´s [GNVM, (119)-(120) alatt]. Ennek oka az volt,
hogy u´gy ve´lte´k: a SVM, ill. az GNVM mentes a hamis rezonancia´kto´l, tekintve, hogy UGU ,
illetve GUG nemszepara´bilis opera´torok matrix ko¨zel´ıte´se´t (D-t, ill. X-et) kell inverta´lni, s
ezek csak a fizikai rezonancia´k esete´n produka´lhatnak szingularita´st, ellente´tben az egyszeru˝
H˜ matrixszal.3 Explicit sza´mola´ssal azonban ko¨nnyu˝ volt bebizony´ıtani [T2/3,4], hogy
vannak olyan fizikailag fontos szo´ra´sproble´ma´k (ilyen pl. az elektron-hidroge´natom u¨tko¨ze´s),
amikor tala´lkozhatunk a SVM esete´n is nemfizikai rezonancia´kkal, e´s ezen hamis e´rte´kek
olyan k(α) hulla´msza´m-nemlinea´ris parame´ter go¨rbe mente´n jelentkeznek, ami a szepara´bilis
ko¨zel´ıte´s esete´n elo˝fordulo´ U , illetve G matrix determina´nsainak eltu˝ne´se´t jellemzik.
Megjegyzendo˝, hogy a SVM esete´n nem minden esetben jelentkeznek az anoma´lia´k: pl. az
elektron-hidroge´natom egy-csatorna´s sztatikus kicsere´lo˝de´si ko¨zel´ıte´s pe´lda´ja esete´n triplett
szo´ra´sra nem, mı´g szinglett u¨tko¨ze´s esete´n tapasztalunk hamis rezonancia megjelene´st. Ez
nyilva´n a potencia´l definita´sa´val (loka´lis ± nemloka´lis, ld. (91) egyenlet) kapcsolatos, ui.
nemdefinit (elo˝jelva´lto´) potencia´l esete´n mindig tala´lkozunk hamis rezonancia´val. A GNVM
esete´n a hamis rezonancia´k megjelene´se a G = (E − H0)−1 matrix ze´rus saja´te´rte´keivel
korrela´l, amelyek elo˝fordula´sa legala´bb olyan su˝ru˝ lehet, mint a KVM mo´dszer H˜ matrixa
esete´ben. Ra´ada´sul megjelene´su¨k univerza´lis, azaz potencia´lto´l fu¨ggetlen, ı´gy haszna´lata
me´g vesze´lyesebb, mint az egyszeru˝ KVM alkalmaza´sa.
Mindezek miatt a standard varia´cio´s mo´dszerek nem tekintheto˝k az elme´leti sza´mola´s
’csodafegyvereinek’ e´s az eml´ıtett hamis szingularita´sok a´llando´ monitoroza´sa´ra van
szu¨kse´g.14 Ido˝ko¨zben a KVM elja´ra´sra ne´zve to¨rte´nt egy jelento˝s fejleszte´s,15 amennyiben a
Schro¨dinger egyenletet nem a (104) alatti valo´s (a´llo´ hulla´mnak megfelelo˝) hata´rfelte´telekkel
oldotta´k meg e´s e´p´ıtette´k ra´ a (110) alatti varia´cio´s elvet, hanem a komplex (halado´ hulla´m)
hata´rfelte´telekkel. E mo´dszer, az u´n. komplex Kohn varia´cio´s mo´dszer (cKVM), megtartja
a KVM elja´ra´s elo˝nye´t annyiban, hogy ko¨nnyu˝ (s ı´gy olcso´) a szu¨kse´ges matrixelemeket
3Megjegyzendo˝, hogy ezen ve´leme´ny me´g egy cikk c´ıme´ben is testet o¨lto¨tt, ld. Meyer
H -D, Horacek J, and Cederbaum L S: Schwinger and anomaly-free Kohn variational
principles and a generalized Lanczos algorithm for nonsymmetric operators, Phys. Rev.
A 43 (1991) 3587.
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sza´mı´tani, ugyanakor e matrix saja´te´rte´kei is komplexek, ı´gy nem nagyon va´rhato´, hogy a
KVM-re jellemzo˝ hamis rezonancia´k megjelennek valo´s energiae´rte´kek esete´n. Nem soka´ig
tartott azonban, amı´g kimutatta´k16, hogy a cKVM mo´dszer esete´n is megjelenhetnek a
hamis rezonancia´k (igaz azonban, hogy ehhez nagyon specia´lis e´rte´keket kellett va´lasztani a
ba´zisfu¨ggve´nyek ska´la- e´s regulariza´cio´s parame´tereire).
A fentiek miatt e´rdemes egy olyan mo´dszert kidolgozni, ami biztosan elkeru¨li a hamis
rezonancia´kat. Ilyen mo´dszert lehetse´ges konstrua´lni, me´gpedig e´ppen az elo˝zo˝ pontban
ismertetett LVM-re alapozva. A javaslat le´nyege azon felismere´sen alapszik, hogy ba´rmely
standard varia´cio´s mo´dszer visszavezetheto˝ egy specia´lis mo´dszerre, az u´n. momentumok
mo´dszere´re (MM).
A MM le´nyege´hez tartozik, hogy az elo˝a´ll´ıtani k´ıva´nt f vagy ζ = Uf megolda´s
fu¨ggve´nyt egy n elemu˝, a proble´ma´nak megfelelo˝ ba´zison valo´ sorfejte´ssel ko¨zel´ıtju¨k. Pe´lda´ul
ko¨to¨tt, rezonancia, vagy szo´ra´si proble´ma tanulma´nyoza´sa esete´n a ba´zis vagy csupa´n L2-
es fu¨ggve´nyeket tartalmaz, vagy kontinuum fu¨ggve´nyeket is. A sorfejte´snek a megfelelo˝
dinamikai egyenletbe valo´ behelyettes´ıte´se uta´n terme´szetesen nem ze´rust kapunk a jobb
oldalon, hanem egy ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ devia´cio´t, ami a koordina´ta´n k´ıvu¨l n sza´mu´ kifejte´si
egyu¨tthato´to´l is fu¨gg. E devia´cio´ nagysa´ga´t ’megme´rhetju¨k’ egy alkalmasan va´lasztott,
u´n. tesztfu¨ggve´ny te´rben (vo¨., LVM varia´cio´s funkciona´l konstrua´la´sa, 3.1 fejezet). A
MM esete´n a ba´zisfu¨ggve´ny te´r e´s tesztfu¨ggve´ny te´r elemeinek sza´ma megegyezik, eze´rt
megko¨vetelhetju¨k, hogy a devia´cio´nak minden tesztfu¨ggve´ny te´rbeli komponense eltu˝njo¨n.
Ma´rmost, u¨gyesen megva´lasztva a tesztfu¨ggve´ny te´r elemeit, a fenti varia´cio´s mo´dszerek
mindegyike visszavezetheto˝ a MM-re, a ko¨vetkezo˝ hozza´rendele´s re´ve´n.
KVM esete´n a dinamikai egyenlet a (104) alatti Schro¨dinger egyenlet, a ba´zisfu¨ggve´ny
teret kifesz´ıtik a (71)-(73) alatti fu¨ggve´nyek (a1 = 1 norma´la´st va´lasztunk), a tesztfu¨ggve´ny
te´r megegyezik a ba´zisfu¨ggve´ny te´rrel. Ekkor a MM mo´dszer alkalmaza´sa a (115) alatti
KVM egyenletre vezet.
SVM esete´n a dinamikai egyenlet a (105) alatti LS egyenlet, a ba´zist a (73) alatti L2
elemek alkotja´k, tesztfu¨ggve´ny teru¨nk pedig:
|χi〉 = U |ϕi〉 ≡ |ζi〉 (121)
elemekbo˝l a´ll. Ekkor a MM mo´dszer alkalmaza´sa a (117) alatti SVM egyenletre vezet.
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Ve´gu¨l, GNVM esete´n a dinamikai egyenlet az (105) alatti egyszer itera´lt LS egyenlet
(azaz |ζ〉 = U |S〉+ UG|ζ〉), a ba´zist L2 elemek alkotja´k, a tesztfu¨ggve´nyeket pedig a
|χi〉 = G|ϕi〉 (122)
mennyise´gek. Ekkor a MM mo´dszer alkalmaza´sa a (119) alatti GNVM egyenletre vezet.
3.4 Standard varia´cio´s mo´dszerek legkisebb ne´gyzetes kiterjeszte´se
A MM elja´ra´sra visszavezetett standard varia´cio´s mo´dszereket ezek uta´n ma´r ko¨nnyen
kiterjeszthetju¨k a legkisebb ne´gyzetek kora´bban ismertetett varia´cio´s mo´dszere, az
LVM ira´nya´ban, csupa´n to¨bb teszt fu¨ggve´nyt kell venni, mint ba´zis fu¨ggve´nyt. A
devia´cio´s komponensekre ı´gy kapott tu´lhata´rozott proble´ma´t egy (78)-hoz hasonlo´ kifejeze´s
varia´cio´ja´bo´l ado´do´, (81)-(82)-ho¨z hasonl´ıto´ egyenletrendszer seg´ıtse´ge´vel oldjuk meg.
Az elja´ra´st a GNVM esete´n illusztra´lom. Tekintsu¨k teha´t u´jbo´l a GNVM varia´cio´s
kifejeze´st a K-matrixra:
KGNVM = −〈S|U |S〉 −
n∑
i,j=1
〈S|UG|ϕj〉(X−1)ji〈ϕi|GU |S〉, (123)
ahol X−1 jelenti a (120) alatt fel´ırt
Xij = 〈ϕi|G−GUG|ϕj〉
matrix inverze´t. Mivel az X = G−GUG matrix me´g akkor is nagyon sok ze´rus saja´te´rte´kkel
rendelkezhet, ha nem potencia´l szepara´bilis kifejte´st (PSE) haszna´lunk U -ra, a fenti,
varia´cio´san ma´sodrendben korrekt kifejeze´s nem mentes a hamis rezonancia´kto´l (amelyek,
mint kimutattam [T2/4], ero˝sen korrela´lnak a Gij = 〈ϕi|G|ϕj〉, i, j = 1, . . . , n csonk´ıtott
matrix ze´rus saja´te´rte´keivel). Eze´rt a GNVM mo´dszer a ko¨vetkezo˝ke´ppen mo´dos´ıthato´.
Tekintsu¨k az
(1− UG)ζ − a−1US = 0 (124)
integra´legyenletet, ahol az a−1 egyu¨tthato´ fu¨ggetlen r-to˝l, egye´bke´nt tetszo˝leges.
Amennyiben a−1 = 1, akkor (124) egyenlet megolda´sa, a ζ = ζ1 u´n. amplitu´do´ su˝ru˝se´g,
kiele´g´ıti a LS egyenlet egyszer itera´lt (U -val ’beszorzott’) va´ltozata´t.
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A radia´lis amplitu´do´ su˝ru˝se´get kifejthetju¨k a (73) Slater-fu¨ggve´ny ba´zison. E kifejte´s
csonk´ıtott va´ltozata (124) megolda´sa´nak egy ko¨zel´ıte´se´t adja:
ζ ′ =
n∑
j=1
ajϕj(r), (125)
amit behelyettes´ıtve (124)-be, defnia´ljuk a
(1− UG)ζ ′ − a−1US = ∆(r), (126)
devia´cio´s vektort, amely a radia´lis va´ltozo´n k´ıvu¨l fu¨gg me´g az a−1, a1, a2, . . . , an linea´ris
parame´terekto˝l is.
Definia´ljuk a (125) alatti ko¨zel´ıto˝ amplitu´do´ su˝ru˝se´g hiba´ja´nak me´rte´ke´t egy n + p
dimenzio´s, |χh〉 = G|ϕh〉 elemekbo˝l a´llo´ tesztfu¨ggve´ny te´rben a ko¨vetkezo˝ mo´don:
λ[ζ ′] =
∑n+p
hh′ 〈∆|χh〉whh′〈χh′|∆〉
a∗−1a−1
, (127)
ahol
p ≥ 2. (128)
A fenti hiba funkciona´lban a whh′ su´ly-matrix valo´s, szimmetrikus, e´s o¨sszes saja´te´rte´ke
nagyobb ze´rusna´l. Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt e´lju¨nk a
whh′ = δhh′ (129)
va´laszta´ssal.
A (127) alatt definia´lt λ[ζ ′] funkciona´l pozit´ıv szemidefinit, ze´rus e´rte´ket az egzakt
megolda´s esete´n vesz fel:
λ[ζ1] = 0. (130)
Varia´lva λ[ζ ′] funkciona´lt az a−1 e´s aj , j = 1, ..., n linea´ris parame´terek szerint, a ko¨vetkezo˝
egyszeru˝ saja´te´rte´k egyenletet kapjuk:


−L−1,−1 − λ L−1,1 . . . L−1,n
−L1,−1 L1,1 . . . L1,n
. . . . . . . . . . . .
−Ln,−1 Ln,1 . . . Ln,n




a−1
a1
. . .
an

 = 0, (131)
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ahol
Lij =
n+p∑
h=1
XihXhj, i, j = 1, . . . , n (132)
e´s
Li,−1 =
n+p∑
h=1
Xih〈ϕh|U |S〉 (133a)
L−1,−1 =
n+p∑
h=1
〈S|U |ϕh〉〈ϕh|U |S〉. (133b)
Norma´ljuk a saja´tvektort u´gy, ahogy (80) alatt tettu¨k:
a−1 = 1.
Ekkor a fenti saja´te´rte´k proble´ma sze´tesik egy homoge´n linea´ris egyenletrendszerre:
n∑
j=1
Lijaj = Li,−1, i = 1, 2, . . . n, (134)
e´s a saja´te´rte´ket (a hiba´t) megado´ ke´pletre:
λ =
n∑
j,k=1
L−1,j(L
−1)jkLk,−1 − L−1,−1 (135)
A ko¨zel´ıto˝ reaktancia matrixot a (125) kifejte´snek a
K = −〈S|U |f〉 = −〈S|U |S〉 − 〈S|UG|ζ〉 (136)
reaktancia matrix defin´ıcio´s ke´plete´be helyettes´ıtve kapjuk:
KLVM−GNVM = −〈S|U |S〉 −
n∑
j=1
〈S|UG|ϕj〉aj , (137)
ami (134) megolda´sa´t figyelembe ve´ve, a ko¨vetkezo˝ke´ppen is ı´rhato´:
KLVM−GNVM = −〈S|U |S〉 −
n∑
i,j=1
〈S|UG|ϕj〉(L−1)jiLi,−1. (138)
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A (128) alatti p ≥ 2 felte´tel adja meg a tesztfu¨ggve´ny te´r ba´zisfu¨ggve´ny te´rhez
viszony´ıtott elemsza´m to¨bbse´ge´t. Ko¨nnyen bela´thatjuk a (123), (132), (133) e´s (138)
egyenletek felhaszna´la´sa´val, hogy azonos elemsza´m esete´n
KGNVM = KLVM−GNVM (p = 0). (139)
Eze´rt jogosan tekinthetju¨k a (138)-as o¨sszefu¨gge´st az a´ltala´nos´ıtott Newton varia´cio´s
mo´dszer LVM-es kiterjeszte´se´nek.
E kiterjeszte´s hata´sossa´ga´t jo´l illusztra´ja a 7. ta´bla´zat, ahol az egyszeru˝ vonzo´ Yukawa
potencia´lon (U = −2 exp(−r)/r) valo´ s-hulla´mu´ szo´ra´s reaktancia matrix eleme´t tu¨ntettem
fel ku¨lo¨nbo¨zo˝ k hulla´msza´mok esete´n, egyre´szt a GNVM-mel sza´molva (KGN), ma´sre´szt az
LVM-GNVM kiterjeszte´ssel sza´molva (KLN). Csillaggal jelo¨ltem meg azokat az e´rte´keket,
amelyek hamis rezonancia ko¨zele´re utalnak, s ı´gy a pontos e´rte´kekto˝l ele´gge´ elte´ro˝ hamis
e´rte´keket szolga´ltatnak a reaktancia matrix elemre. La´thatjuk, hogy a GNVM-mel sza´molt
oszlop tele van csillaggal, mı´g az LVM-GNVM-mel sza´molt oszlop a fizikailag va´rhato´ sima
va´ltoza´st mutatja, azaz cso¨kkeno˝ reaktancia matrix e´rte´ket k hulla´msza´m no¨vekedte´vel.
Az LVM kiterjeszte´snek – a hamis szingularita´sok eltu¨ntete´se´n k´ıvu¨l – megvan az az
elo˝nye is, hogy plusz informa´cio´t szolga´ltat a sza´mola´s jo´sa´ga´ra ne´zve. Ez ku¨lo¨no¨sen fontos
lehet abban az esetben, amikor a ska´laparame´terek tere´ben to¨bb stabilita´si tartoma´ny van
s ezekben a tartoma´nyokban egyforma´n ’jo´’ (azaz gyors) a konvergencia a ba´zisfu¨ggve´nyek
sza´ma´t no¨velve. Ilyen esetre pe´lda´t a Newton varia´cio´s mo´dszer is szolga´ltat.
Tekintsu¨k ugyanis a 8. ta´bla´zatot, ahol az elektron-hidroge´natom szinglett (S = 0) szo´ra´s
reaktancia matrixelem e´rte´keket tu¨ntettem fel a Newton varia´cio´s mo´dszerrel (KGN) e´s
ennek LVM-es kiterjeszte´se´vel (KLN , p = 5) sza´molva egy fix k = 0.5 a.u. hulla´msza´m
esete´n mint az α ska´laparame´ter e´s az n ba´zisfu¨ggve´ny sza´m fu¨ggve´nye. Jo´l la´thato´,
hogy ke´t olyan stabilita´si (α-to´l fu¨ggetlen) tartoma´ny is van, ahol gyors a ba´zisfu¨ggve´ny
sza´m no¨vele´se szerinti konvergencia. A ke´t tartoma´ny jo´l elku¨lo¨nu¨lo˝ reaktancia matrix
e´rte´ket szolga´ltat, ≈ 1.7 e´s 2.6 ko¨ru¨l. Melyik a fizikai e´rte´k? Ezt lehet eldo¨nteni a (135)
alatt megadott hibame´rte´k vizsga´lata´val. Ezek a megfelelo˝ LVM − GNVM sza´mola´sbo´l
azonnal ado´dnak. La´thatjuk a 8. ta´bla´zatban, hogy a KLN ≈ 1.67 e´rte´khez tartozo´ λLN
hibame´rte´k 10 − 13 nagysa´grenddel kisebb, mint a KLN ≈ 2.64 esete´n kapott. I´gy a
ko¨ltse´ges stabilita´si vizsga´lat (to¨bb α-ra valo´ sza´mola´s) elve´gze´se ne´lku¨l is ro¨gto¨n kiado´dik
az LVM-GNVM sza´mola´sbo´l, hogy e ma´sodik e´rte´k nem fizikai, az az u´n. ma´sodlagos
stabilita´si tartoma´nyhoz tartozik (amely tartoma´ny megjelene´se o¨sszefu¨gge´sben lehet az
eredeti mo´dszer hamis szingularita´saival).
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7. ta´bla´zat. GNVM e´s LVM-GNVM mo´dszerrel a tiszta´n vonzo´ Yukawa
potencia´lra sza´molt KGN e´s KLN reaktancia matrix e´rte´kek n = 5 ba´zis-
fu¨ggve´ny sza´m e´s n+p=8 tesztfu¨ggve´ny sza´m esete´n, ku¨lo¨nbo¨zo˝ α nem-
linea´ris parame´ter e´rte´kek e´s k hulla´msza´m mellett. Csillag jelzi a hamis
rezonancia eredme´nyt befolya´solo´ hata´sa´t.
α = 0.8 α = 0.8 α = 1.6 α = 1.6 α = 2.4 α = 2.4
k KGN KLN KGN KLN KGN KLN Kexact
0.50 5.19 4.73 7.69 7.32 8.17 7.99 8.45
0.60 3.89 2.72 4.32 4.03 4.44 4.39 4.51
0.63 −2.90∗ 2.62 3.89 3.62 3.97 3.91 4.01
0.68 2.52 2.42 2.61∗ 3.17 3.37 3.35 3.42
0.70 2.48 2.35 3.04∗ 3.02 3.20 3.17 3.23
1.05 1.89 1.38 1.79 1.79 1.81 1.80 1.82
1.09 −25.02∗ 1.36 1.72 1.70 1.74 1.73 1.75
1.10 0.37∗ 1.35 1.70 1.66 1.72 1.71 1.73
1.15 1.26 1.32 1.63 1.57 1.64 1.64 1.65
1.25 1.28 1.26 1.57 1.46 1.51 1.50 1.52
1.27 1.27 1.25 1.23∗ 1.44 1.49 1.48 1.50
1.30 1.25 1.23 1.40 1.41 1.45 1.45 1.46
1.89 1.07 0.62 1.04 1.01 1.13∗ 1.04 1.05
1.90 1.07 0.60 1.03 1.01 0.74∗ 1.03 1.05
1.91 1.08 0.59 1.03 1.00 0.98∗ 1.03 1.04
2.15 2.76∗ 0.58 0.96 0.92 0.94 0.94 0.95
2.18 −74.62∗ 0.58 1.01∗ 0.91 0.93 0.93 0.94
2.19 −4.61∗ 0.58 1.19∗ 0.91 0.93 0.93 0.94
3.5 O¨sszefoglala´s
Az elektron-hidroge´natom u¨tko¨ze´s egy- e´s ke´t-csatorna´s ko¨zel´ıte´se´re elve´gzett sza´mola´sok
azt mutatta´k, hogy az LVM az addigi mo´dszerekne´l nagyobb pontossa´ggal ke´pes a reaktancia
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8. ta´bla´zat. GNVM e´s LVM-GNVM mo´dszerrel sza´molt KGN (α) e´s
KLN(α) reaktancia matrix elem e´rte´kek elektron-hidroge´natom szinglett
szo´ra´s esete´n k = 0.5 a.u. hulla´msza´mra az α ska´laparame´ter e´s az n
ba´zisfu¨ggve´ny sza´m fu¨ggve´nyeke´nt. A tesztfu¨ggve´ny te´r p = 5-tel to¨bb elem-
mel rendelkezik mint az n elemu˝ ba´zisfu¨ggve´ny te´r.
n KGN(5) KLN (5) λLN(5) KGN (7) KLN(7) λLN(7)
1 2.62 2.68 9.4× 10−4 2.54 2.75 1.1× 10−2
2 2.63 2.65 2.0× 10−3 2.61 2.61 5.5× 10−4
3 2.64 2.56 3.4× 10−3 2.64 2.64 2.0× 10−5
4 2.66 2.91 3.5× 10−3 2.64 2.66 5.9× 10−5
5 2.75 3.44 6.0× 10−3 2.64 2.64 4.6× 10−5
.. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
14 1.67 1.67 3.20× 10−14 1.62 1.65 7.5× 10−12
15 1.67 1.67 1.70× 10−15 1.65 1.66 5.6× 10−14
16 1.67 1.67 8.50× 10−17 1.66 1.66 4.3× 10−15
matrix elemek meghata´roza´sa´ra. Ezen belu¨l a triplett szo´ra´s sztatikus-kicsere´lo˝de´si
esete´re vonatkozo´ fa´zistola´s kisza´mı´ta´sa´ban szinte spektroszko´piai (12 jegyes) pontossa´got
sikeru¨lt ele´rni [T2/1] hu´sz Slater-ba´zisfu¨ggve´ny alkalmaza´sa´val (3. ta´bla´zat). Ezt a
pontossa´got azo´ta sem sikeru¨lt tu´lsza´rnyalni semmilyen mo´dszernek. Jo´llehet folyo´iratban
nem publika´ltuk [T2/2], de a ha´romcsatorna´s Huck modellre elve´gzett sza´mola´saim szinte´n
azt mutatta´k, hogy az LVM me´g erre a numerikus szempontbo´l nehe´z esetre is igen pontos
e´s stabil eredme´nyeket szolga´ltat (6. ta´bla´zat).
A Schwinger e´s Newton mo´dszer egyik olyan kellemetlen saja´tossa´ga´ra h´ıvtuk fel
a figyelmet, amely addig elkeru¨lte a tudoma´nyos ko¨zve´leme´ny figyelme´t. Egyu´ttal
elja´ra´st is javasoltunk a mind jobban terjedo˝ben levo˝ Newton mo´dszer eme
fogyate´kossa´ga´nak leku¨zde´se´re. Az u´j elja´ra´s jelento˝sen megno¨velte az eredeti Newton
mo´dszer teljes´ıto˝ke´pesse´ge´t (7. ta´bla´zat). Helye´n valo´ megeml´ıteni, hogy to˝lu¨nk fu¨ggetlenu¨l,
velu¨nk szinte egy ido˝ben S. K. Adhikari is felta´rta a NVM hamis rezonancia´kra vezeto˝
tulajdonsa´ga´t,17 de o˝ egy ma´sik mo´dszert javasolt az anoma´lia´k kiku¨szo¨bo¨le´se´re.
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O¨sszefoglala´sul me´g egyszer e´rdemes kiemelni, hogy az LVM sikeres alkalmaza´sa akkor
va´rhato´, ha a ko¨vetkezo˝ ha´rom krite´rium egyu¨ttesen teljesu¨l:
i) stabilita´st e´szlelu¨nk a sza´molt mennyise´gre a nemlinea´ris ska´la parame´terek egy vagy to¨bb
tartoma´nya´ban;
ii) konvergencia´t tapasztalunk a sza´molt mennyise´get illeto˝en a ba´zisfu¨ggve´ny sza´m
no¨vele´sekor;
iii) amennyiben az elo˝zo˝ ke´t krite´rium to¨bb nemlinea´ris parame´ter tartoma´nyban is fenna´ll,
azt az eredme´nyt fogadhatjuk el, amelyikben a hiba saja´te´rte´k a legkisebb.
Az LVM-et e´ppen a iii) krite´rium szerinti do¨nte´si leheto˝se´g teszi vonzo´va´ (8. ta´bla´zat).
Ugyanakkor azt is meg kell eml´ıteni, hogy az LVM fo˝ alkalmaza´si teru¨lete a bonyolult
reakcio´k sza´mola´sa´ban lehet, mivel az egyszeru˝ loka´lis potencia´lproble´ma´k megolda´sa direkt
integra´la´si technika´val gyorsabb e´s egyszeru˝bb. Elso˝sorban a ha´rom- e´s ne´gyre´szecske´s
u¨tko¨ze´sek, illetve a ke´miai reakcio´k sza´mola´sa´ra valo´ alkalmaza´s keru¨lhet elo˝te´rbe.
4. Az inverz szo´ra´selme´let mo´dszereinek tova´bbfejlesz-
te´se e´s alkalmaza´sa atom- e´s magfizikai ko¨lcso¨nhata´sok
meghata´roza´sa´ra
A kvantummechanikai optikai potencia´l elme´let18 leheto˝se´get nyu´jt arra, hogy egyma´son
szo´ro´do´ o¨sszetett kvantummechanikai objektumok (fragmentumok) ko¨zo¨tt e´bredo˝ ero˝t
(potencia´lt) kisza´mı´tsuk az o¨sszetevo˝ re´szecske-ko¨lcso¨nhata´sok e´s a fragmentum-a´llapotok
ismerete´ben.3,19 Tudjuk azonban, hogy e program megvalo´s´ıta´sa csak elvben lehetse´ges,
mivel a fragmentumokra vonatkozo´ soktest proble´ma egzakt megolda´sa kivitelezhetetlen.
Me´g inka´bb megvalo´s´ıthatatlan az optikai potencia´l kisza´mı´ta´sa az atommagok esete´ben,
ahol az o¨sszetevo˝ re´szecske´k (nukleonok) ko¨zo¨tti prime´r ko¨lcso¨nhata´st sem ismerju¨k ege´szen
pontosan. Fokozottabban igaz ez a mega´llap´ıta´s az olyan elemi re´szecske´k ko¨zo¨tt, mint
pe´lda´ul a pionok, ahol az o¨sszetevo˝ re´szek (kvarkok) szabadon nem tanulma´nyozhato´k.
Eze´rt igen fontosak a kvantummechanikai inverz szo´ra´selme´letek,20 amelyek szo´ra´sadatokbo´l
ke´pesek a potencia´lt sza´rmaztatni – innen az inverz elneveze´s.
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4.1 Kvantum inverz szo´ra´selme´let fix energia esete´n
Az inverz szo´ra´selme´let fix energia mellett jelenleg me´g nem teljes, ellente´tben
a fix impulzusmomentum esete´n e´rve´nyes elme´lettel. Eze´rt ta´g leheto˝se´g ny´ılik a
tova´bbfejleszte´sre. Az inverz szo´ra´selme´letek jelenleg csak go¨mbszimmetrikus potencia´lokat
ke´pesek meghata´rozni a hozza´juk tartozo´ szo´ra´sadatokbo´l, amelyeket a δl(k) fa´zistola´s
sorozatok ke´pviselnek.
Kiindulva a (
− d
2
d r2
+
l(l + 1)
r2
+ U(r)− k2
)
ψl(r) = 0, l = 0, 1, ...∞ (140)
radia´lis Schro¨dinger egyenletbo˝l, e´s bevezetve az x = kr dimenzio´tlan va´ltozo´t, a´trendeze´ssel
kapjuk az egyenlet ko¨vetkezo˝ forma´ja´t,
Dq(x)ψl(x) = l(l + 1)ψl(x), l = 0, 1, ...∞, (141)
ahol a q = U/k2 potencia´lt tartalmazo´ Dq opera´tor defin´ıcio´ja:
Dq(x) = x
2
(
d 2
d x2
+ 1− q(x)
)
. (142)
Ze´rus potenca´l esete´n (141) helyett a Riccati-Bessel egyenletet kapjuk:
D0(x)jl(x) = l(l + 1)jl(x), l = 0, 1, ...∞. (143)
Ko¨nnyen bizony´ıthato´, hogy a (141) alatti, nem ze´rus potencia´lt tartalmazo´ (saja´te´rte´k
alaku´) egyenlet megolda´sa e´s a ze´rus potencia´lhoz tartozo´ (143) egyenlet megolda´sai
egyma´sba a´ttranszforma´lhato´k a
ψl(x) = jl(x)−
∫ x
0
d t t−2K(x, t)jl(t) (144)
integra´l transzforma´cio´s ke´plettel, amit szoka´s a ψl megolda´s fu¨ggve´ny Povzner-Levitan
(PL) reprezenta´cio´ja´nak is nevezni. A (144)-ben szereplo˝ transzforma´cio´s kernel kiele´g´ıti a
D0(t)K(x, t) = Dq(x)K(x, t) (145)
parcia´lis differencia´l egyenletet a
K(x, 0) = K(0, t) = 0 (146)
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hata´rfelte´telekkel, a potencia´l pedig a
q(x) = −2
x
d
d x
K(x, x)
x
(147)
ke´pletbo˝l sza´molhato´.
Ez uto´bbi o¨sszefu¨gge´s teremt leheto˝se´get a potencia´l szo´ra´sadatokbo´l to¨rte´no˝ meghata´ro-
za´sa´ra. Ehhez ’csak’ a K magfu¨ggve´nyre kell egy tova´bbi, az eddigiekto˝l fu¨ggetlen egyenletet
fel´ırni. Ezt az egyenletet a fix-l inverz proble´ma esete´n a ψl(x; k) megolda´s fu¨ggve´nyek k-
te´rbeli teljesse´ge´nek kihaszna´la´sa´val to¨rte´nik. Nincs ilyen teljesse´gi te´tel kidolgozva a fix-k
inverz mo´dszer esete´n az l-te´rben, azonban analo´gia alapja´n fel´ırhatunk egy ilyen egyenletet
a K magfu¨ggve´nyre:
K(x, t) = g(x, t)−
∫ x
0
d s s−2K(x, s)g(s, t), x > t (148)
ahol a g(x, t) = g(t, x) input kernel szimmetrikus e´s eleget tesz a
D0(t)g(x, t) = D0(x)g(x, t) (149)
parcia´lis differencia´l egyenletnek a
g(x, 0) = g(0, t) = 0 (150)
hata´rfelte´telek mellett. A Gel’fand-Levitan-Marchenko egyenlethez20 valo´ hasonlo´sa´ga
alapja´n a (148) alatti egyenletet GLM egyenletnek fogjuk a tova´bbiakban nevezni.
A fo˝ ku¨lo¨nbse´g a fix-l e´s a fix-k inverz mo´dszer ko¨zo¨tt az, hogy az elo˝bbi esete´n g explicit
meghata´rozott a ko¨to¨tt e´s szo´ra´si spektrum adatok a´ltal. A fix-k melletti inverz mo´dszer
me´g jelenleg is kutata´s ta´rgya´t ke´pezi e´s csak re´szeredme´nyek a´llnak rendelkeze´sre. Ezek
a´ltala´ban abban ku¨lo¨nbo¨znek egyma´sto´l, hogy milyen felte´teleze´ssel e´lnek a g magfu¨ggve´nyre
ne´zve.
A tova´bbiakban ke´t inverz kvantum szo´ra´s mo´dszert fogok ismertetni, e´s haszna´lni abbo´l
a ce´lbo´l, hogy k´ıse´rleti adatokbo´l hata´rozzak meg ko¨lcso¨nhata´sokat. E ke´t elme´let Newton e´s
Sabatier20 (NS) illetve Cox e´s Thompson21 (CT) neve´hez fu˝zo˝dik. A NS mo´dszert Mu¨nchow
e´s Scheid,22 a CT mo´dszert magam tettem alkalmassa´ [T3/10] fa´zistola´sok inverta´la´sa´ra.
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4.1.1 Newton-Sabatier mo´dszer
A NS mo´dszer esete´n az input g fu¨ggve´nyre a felte´teleze´s a ko¨vetkezo˝:
g(x, t) =
∞∑
l=0
cljl(x)jl(t). (151)
Ez a pro´ba´lkoza´s kiele´g´ıti az o¨sszes, g-re kiro´tt felte´telt. A {cl} konstansokat spektra´l
egyu¨tthato´knak is szokta´k nevezni.
Behelyettes´ıtve a (151) alatti kifejte´st a (148) alatti GLM integra´legyenletbe, e´s
kihaszna´va a (144) alatti PL reprezenta´cio´t, a K transzforma´cio´s magfu¨ggve´nyre is
sorfejte´ses alakot kapunk:
K(x, t) =
∞∑
l=0
clψl(x)jl(t). (152)
Ezt a (144) alatti PL reprezenta´cio´ba helyettes´ıtve, csatolt egyenletet kapunk a ku¨lo¨nbo¨zo˝
l-ekhez tartozo´ megolda´sok ko¨zo¨tt:
ψl(x) = jl(x)−
∞∑
l′=0
cl′Lll′(x)ψl′(x), (153)
ahol
Lll′(x) =
∫ x
0
d t t−2jl(t)jl′(t). (154)
A fenti, (153) alatti egyenletet Regge-Newton (RN) egyenletnek is nevezik az irodalomban.
Kihaszna´lva a formula´kban szereplo˝ fu¨ggve´nyek aszimptotikus tulajdonsa´gait,
ψl(x→∞) = Al sin(x− lπ/2 + δl), jl(x→∞) = sin(x− lπ/2), (155)
a ko¨vetkezo˝ egyenletrendszert kapjuk (153)-bo´l:
sin δl =
∑
l′ 6=l
bl′Mll′ cos(δl′ − δl), l = 0, 1, ...,∞ (156)
a
bl ≡ clAl (157)
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mennyise´g fa´zistola´sokbo´l to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´ra. A fenti egyenletben szereplo˝ M matrix
az L(x→∞) matrixbo´l ered, defin´ıcio´ja a ko¨vetkezo˝:
Mll′ =
{
1/[l′(l′ + 1)− l(l + 1)], l − l′ = prtl,
0, l − l′ = prs. (158)
A {cl} egyu¨tthato´ sorozat ezekkel e´s az Al-ekre vonatkozo´ [szinte´n (153)-bo´l kaphato´]
Al = cos δl − blπ/(4l + 2)−
∑
l′ 6=l
Mll′bl′ sin(δl′ − δl) (159)
egyenlet felhaszna´la´sa´val to¨rte´nik. A cl-ek ismerete´ben meghata´rozhato´ a g-fu¨ggve´ny, ebbo˝l
(148) re´ve´n K, majd differencia´la´ssal a keresett q(x) inverz potencia´l.
A NS mo´dszer ha´tra´nya az, hogy ve´ges fa´zistola´s sorozat esete´n (a valo´sa´gban mindig
ilyennel dolgozunk) az inverz potencia´l elso˝ momentuma eltu˝nik:20
∫ ∞
0
xq(x)d x = 0, l = 0, 1, ..., lmax <∞. (160)
Ez a gyakorlatban azt eredme´nyezi, hogy a potencia´l nagy ta´volsa´gokra oszcilla´l, ahelyett,
hogy eltu˝nne. Ezenk´ıvu¨l bizony´ıthato´, hogy a (156) alatti egyenletrendszer megolda´sa nem
egye´rtelmu˝, az ekvivalens megolda´sok egy folytonos (az M matrix ze´rus saja´te´rte´ke´vel
kapcsolatos) α parame´terrel jellemezheto˝k.4 Ezt a ke´t hia´nyossa´got ku¨szo¨bo¨li ki Mu¨nchow
e´s Scheid elja´ra´sa,22 amit mo´dos´ıtott NS elja´ra´snak (mNS) szoktak nevezni az irodalomban.
A mNS mo´dszer esete´n a (153) alatti RN egyenletrendszert nem az x→∞ aszimptotikus
tartoma´nyban oldjuk meg, hanem felte´telezzu¨k, hogy az U(x/k) potencia´l ismert egy
bizonyos, ve´ges x0 hato´ta´volsa´gon tu´li tartoma´nyban e´s eze´rt a megolda´s fu¨ggve´ny a
ψl(x) = Al(jl(x)− tan δlnl(x)), x > x0 (161)
forma´ban ı´rhato´ (155) helyett. A cl egyu¨tthato´ sorozatot (e´s az Al norma´la´si egyu¨tthato´kat)
most a RN egyenleteknek ke´t x1, x2 > x0 ra´diuszna´l vett megolda´sa´bo´l hata´rozzuk
4E´rdemes megjegyezni, hogy α egye´rtelmu˝ mo´don megva´laszthato´ az adott
fa´zistola´sokkal u´gy, hogy a NS inverz potencia´l egye´rtelmu˝ve´ e´s fizikai aszimptotika´val
rendelkezo˝ve´ va´lik [ld. P. Sabatier, J. Math.Phys. 7,1515(1966)]. Azonban me´g ekkor
is megmarad egy, az origo´ban αr−1 szingularita´st mutato´ kellemetlen, nemfizikai
tulajdonsa´g, ami ve´gtelen fa´zistola´s sorozatot haszna´lva az x = 0 tartoma´nyra
korla´tozo´dik csupa´n.
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meg. Terme´szetesen a kapott potencia´lnak fu¨ggetlennek kell lenni ezen x1, x2 > x0
parame´ter va´laszta´sa´ra ne´zve, amit kiege´sz´ıto˝ stabilita´si vizsga´latnak kell eldo¨ntenie minden
egyes konkre´t sza´mola´s esete´n. A mNS mo´dszer vonzo´ tulajdonsa´ga azonban az, hogy
konstrukcio´ja´bo´l fakado´an helyes aszimptotika´t ’ad’ a potencia´lra (nevezetesen azt, amit
fizikai meggondola´sbo´l ismertnek te´telezu¨nk fo¨l), ma´sre´szt ve´ges elemu˝ {δl}l=lmaxl=0 fa´zistola´s
sorozattal dolgozhatunk, amit fizikailag szinte´n a ve´ges x0 ∼ lmax hato´ta´volsa´g le´teze´se
biztos´ıt. A mo´dszert tova´bb jav´ıthatjuk, ha ketto˝ne´l to¨bb xi > x0 ku¨lso˝ ra´diusz parame´tert
veszu¨nk fel, e´s a keletkezett tu´lhata´rozott RN egyenletrendszert legkisebb ne´gyzetek
mo´dszerrel oldjuk meg a cl egyu¨tthato´ sorozatra ne´zve.
4.1.2 Cox-Thompson mo´dszer
A NS mo´dszer ha´rom hia´nyossa´ga´nak (origo´beli szingularita´s, aszimptotikus oszcilla´cio´k,
ze´rus elso˝rendu˝ momentum) kiku¨szo¨bo¨le´se´t e´rte el Cox e´s Thompson21 az ala´bbi ansatz
bevezete´se´vel:
g(x, t) =
∑
l∈S
γl jl(x<)nl(x>), (162)
ahol S az l impulzusmomentum kvantumsza´mok egy tetszo˝leges, N elemu˝ ve´ges halmaza e´s
x< = min(x, t), x> = max(x, t).
Ko¨nnyen bela´thato´, hogy ez a va´laszta´s is eleget tesz g o¨sszes megko¨vetelt (149)-(150)
alatti tulajdonsa´gainak.
Ce´lunk most is a (148) alatti GLM egyenlet megolda´sa K-ra, mivel ebbo˝l hata´rozhatjuk
meg a q potencia´lt (147) szerint. Kı´se´relju¨k meg K(x, t)-t egy N elemu˝, nemfizikai L ∈ T
(S ∩ T = ⊘) ’impulzusmomentum’ te´rhez tartozo´, jL(t) Bessel-Riccati fu¨ggve´nyek szerint
kifejteni:
K(x, t) =
∑
L∈T
BL(x)jL(t), (163)
ahol a BL kifejte´si egyu¨tthato´k me´g az x va´ltozo´to´l is fu¨ggnek.
A (163) alatti kifejte´ssel la´tszo´lag elbonyol´ıtottuk a proble´ma´t, mert most ma´r nemcsak a
(162)-ben szereplo˝ γl egyu¨tthato´kat, de a T nemfizikai impulzusmomentum teret is meg kell
hata´roznunk a fa´zistola´sokbo´l, hiszen a K magfu¨ggve´nyt ezen ismeretlen te´ren e´rtelmezett
Bessel-Riccati fu¨ggve´nyek szerint fejtettu¨k sorba. Azonban (163) behelyettes´ıte´se a (148)
alatti GLM egyenletbe, ennek megolda´sa´t ke´t, egyma´sto´l nem fu¨ggetlen, de szepara´lt, teha´t
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egyszeru˝bb proble´ma´ra vezeti vissza. Ugyanis, kihaszna´lva a jm, m ∈ S ∪ T fu¨ggve´nyek
linea´ris fu¨ggetlense´ge´t, a behelyettes´ıte´s eredme´nyeke´ppen kapjuk:
∑
l∈S
γl
l(l + 1)− L(L+ 1) = 1, L ∈ T (164)
e´s ∑
L∈T
BL(x)
W [jL(x), nl(x)]
l(l + 1)− L(L+ 1) = nl(x), l ∈ S (165)
ahol a Wronski determina´ns szoka´sos defin´ıcio´ja: W [a(x), b(x)] ≡ a(x)b′(x)− a′(x)b(x).
La´thato´, hogy az ismeretlen BL(x) kifejte´si egyu¨tthato´k linea´risan jelennek meg, viszont
a szinte´n ismeretlen, ’eltolt’ (nemfizikai) L impulzusmomentumok nagyon is nemlinea´risan
fordulnak elo˝! Ma´sre´szt a γl kifejte´si egyu¨tthato´k forma´lisan meghata´rozhato´k (164)-bo˝l,
γl =
∏
L∈T [l(l + 1)− L(L+ 1)]∏
l′∈S,l′ 6=l[l(l + 1)− l′(l′ + 1)]
, l ∈ S, (166)
azonban az L-ek ismerete´nek hia´nya´ban ez nem jelent hasznot a potencia´l meghata´roza´sa
szempontja´bo´l. E ce´l e´rdeke´ben tova´bbra is a (165) alatti egyenletet kell vizsga´lnunk.
Felhaszna´lhatjuk (165)-o¨t arra pe´lda´ul, hogy meghata´rozzuk a BL(x) egyu¨tthato´k
aszimptotikus alakja´t. Tekintetbe ve´ve a Bessel-Riccati fu¨ggve´nyek
jl(x→∞) = sin(x− lπ/2), nl(x→∞) = − cos(x− lπ/2) (167a)
aszimptotikus forma´it, kapjuk:
BL(x→∞) =
∑
l′∈S
KLl′ cos(x− l′π/2), L ∈ T (167b)
ahol K ≡M−1 az M matrix inverze, melynek elemeit
MlL = − cos[(l − L)π/2]
l(l + 1)− L(L+ 1) , l ∈ S, L ∈ T (168)
[vo¨. (158)!] definia´lja.
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Az {L} elemek meghata´roza´sa´ra szolga´lo´ egyenletet (163)-nak a (144) alatti PL
reprezenta´cio´ba valo´ helyettes´ıte´ssel kaphatjuk meg, x → ∞ hata´resetben. (155) e´s (167a)
figyelembeve´tele´vel kapjuk:
Al sin(x− lπ/2 + δl) = sin(x− lπ/2) +
∑
L∈T
BL(x→∞) sin[(l − L)π/2]
L(L+ 1)− l(l + 1) , l ∈ S.
(169)
Ez az egyenlet ma´r tartalmazza a k´ıse´rleti me´re´sekbo˝l kinyerheto˝ fa´zistola´sokat e´s ı´gy alapja
lehet az inverz potencia´l meghata´roza´sa´nak. (167b)-t behelyettes´ıtve e´s a szereplo˝ sin e´s cos
fu¨ggve´nyeket Euler alakba ı´rva, homoge´n egyenletet kapunk az exp(±ix) linea´risan fu¨ggetlen
fu¨ggve´nyekre. Ezek egyu¨tthato´inak eltu˝ne´se´bo˝l a ko¨vetkezo˝ ke´t egyenletet nyerju¨k:
eix :
Al
2i
e−ilπ/2eiδl =
1
2i
e−ilπ/2 +
1
2
∑
L∈T
sin[π(l − L)/2]
L(L+ 1)− l(l + 1)
∑
l′∈S
KLl′e
−il′π/2;
(170a)
e−ix : −Al
2i
eilπ/2e−iδl = − 1
2i
eilπ/2 +
1
2
∑
L∈T
sin[π(l − L)/2]
L(L+ 1)− l(l + 1)
∑
l′∈S
KLl′e
il′π/2.
(170b)
Valo´s potencia´l esete´n (azaz valo´s fa´zistola´sok e´s Al norma´la´si egyu¨tthato´k esete´n) a fenti
ke´t egyenlet egyma´s komplex konjuga´ltja, amit egyetlen egyenlet forma´ja´ban is fel´ırhatunk:
Ale
i(δl−lπ/2) = e−ilπ/2 +
∑
L∈T,l′∈S
sin[π(l − L)/2]
L(L+ 1)− l(l + 1)KLl′e
i(1−l′)π/2, l ∈ S (171)
amely valo´s re´sze,
Al cos(δl − lπ/2) = cos(lπ/2) +
∑
L∈T,l′∈S
KLl′
sin(l′π/2) sin[π(l − L)/2]
L(L+ 1)− l(l + 1) , (172a)
e´s imagina´rius re´sze,
Al sin(δl − lπ/2) = − sin(lπ/2) +
∑
L∈T,l′∈S
KLl′
cos(l′π/2) sin[π(l − L)/2]
L(L+ 1)− l(l + 1) , (172b)
ke´t egyenletbo˝l a´llo´ csatolt rendszert jelent az L e´s Al, L ∈ T, l ∈ S sorozat meghata´-
roza´sa´ra. Amennyiben a norma´la´si a´llando´ ira´nt nem e´rdeklo˝du¨nk, a fenti ke´t egyenletet
eloszthatjuk egyma´ssal:
cot(δl − lπ/2) =
cos(lπ/2) +
∑
L∈T,l′∈SKLl′
sin(l′π/2) sin[π(l−L)/2]
L(L+1)−l(l+1)
− sin(lπ/2) +∑L∈T,l′∈S KLl′ cos(l′π/2) sin[π(l−L)/2]L(L+1)−l(l+1) , (173a)
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vagy
tan(δl − lπ/2) =
− sin(lπ/2) +∑L∈T,l′∈SKLl′ cos(l′π/2) sin[π(l−L)/2]L(L+1)−l(l+1)
cos(lπ/2) +
∑
L∈T,l′∈S KLl′
sin(l′π/2) sin[π(l−L)/2]
L(L+1)−l(l+1)
. (173b)
A fenti ke´t egyenlet leheto˝se´get teremt arra [T3/10], hogy fa´zistola´sokbo´l hata´rozzuk
meg az {L} ∈ T nemfizikai impulzusmomentum teret, amelybo˝l (165), (163) e´s (147) re´ve´n
megkapjuk az inverz potencia´lt.
A CT mo´dszer egyik elo˝nye a NS elja´ra´shoz ke´pest az, hogy az origo´ban nem szingula´ris
potencia´l csala´dot genera´l ve´ges fa´zistola´s sorozatokbo´l. A Bessel-Riccati fu¨ggve´nyek x→ 0
esete´n e´rve´nyes sorfejte´se´t felhaszna´lva az ala´bbi e´rte´ket kapjuk a potencia´l origo´beli
nagysa´ga´ra [T3/10]:
q(0) = (Q− 2(1−Q) ∑
L∈T,l∈S
(G−1)Ll/(1− 2l)), (174)
ahol a G matrix elemeit GlL = 1/(L− l) definia´lja e´s
Q =
∑
L∈T
bl/(L+ 3/2),
ahol
bL =
∏
l∈S(L− l)∏
L′ 6=L∈T (L− L′)
.
Hasonlo´ mo´don kisza´molhatjuk a potencia´l elso˝ momentuma´t, ami ve´gesnek ado´dik
[T3/10]: ∫ ∞
0
dxx q(x) =
∑
L∈T
bL (175)
4.1.3 A NS e´s CT mo´dszer o¨sszehasonl´ıta´sa.
Mivel a CT mo´dszer sok elo˝nyo¨s tulajdonsa´ggal rendelkezik a NS mo´dszerhez ke´pest,
e´rdemes o˝ket o¨sszehasonl´ıtani egy pa´r gyakorlati pe´lda´n keresztu¨l azon ce´lbo´l, hogy
mega´llap´ıtsuk: versenyke´pesebb-e ez a mo´dszer a mNS mo´dszerrel szemben. Az
o¨sszehasonl´ıta´st egy egyse´gnyi ero˝sse´gu˝ e´s hato´ta´volsa´gu´ vonzo´ Woods-Saxon (WS) e´s
ne´gyszo¨g potencia´l esete´re ve´gezzu¨k el, atomfizikai egyse´geket haszna´lva. Az energia
ro¨gz´ıtett e´rte´ke E = 18 au (k = 6 au).
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9. ta´bla´zat. WS potencia´lbo´l sza´rmazo´ adatok, illetve a belo˝lu¨k nyert inverz
potencia´lokat jellemzo˝ mennyise´gek. (Magyara´zatot ld. a szo¨vegben.)
i Li li γi δ
WS
li
δCTli δ
NS
li
δmNSli
1 -0.1297 0 0.0779 0.1654 0.1650 0.1365 0.1630
2 0.8904 1 0.2586 0.1602 0.1602 0.1304 0.1523
3 1.9041 2 0.4285 0.1490 0.1490 0.1202 0.1444
4 2.9182 3 0.5557 0.1322 0.1321 0.1014 0.1275
5 3.9343 4 0.6077 0.1094 0.1094 0.0800 0.0997
6 4.9513 5 0.5691 0.0830 0.0829 0.0502 0.0798
7 5.9670 6 0.4627 0.0575 0.0575 0.0269 0.0516
8 6.9794 7 0.3341 0.0369 0.0368 0.0011 0.0239
9 7.9880 8 0.2190 0.0223 0.0222 -0.0111 0.0081
10 8.9934 9 0.1325 0.0129 0.0129 -0.0268 0.0021
11 9.9967 10 0.0738 0.0073 0.0072 -0.0341 0.0004
12 10.9985 11 0.0364 0.0040 0.0040 -0.0409 0.0007
13 11.9995 12 0.0141 0.0022 0.0021 -0.0704 0.0000
4.1.3.1 WS potencia´l esete
Tekinsu¨k a
V (r) =
−1
1 + exp((r − 1)/0.25) = k
2q(x), x = kr (176)
potencia´lt, ahol megadtuk az elo˝zo˝ pontbeli dimenzio´tlan mennyise´gekkel valo´ o¨sszefu¨gge´st
is, valamint minden hossz- illetve energia dimenzio´ju´ mennyise´g (V, r, k) e´s konstans a
megfelelo˝ au egyse´gben e´rtendo˝.
A 9. ta´bla´zatban la´thatjuk a sza´mola´s eredme´nye´t. Az egyes oszlopokban szereplo˝
mennyise´gek jelente´se a ko¨vetkezo˝: i a futo´ index (sorrendje tetszo˝leges), Li a (173)-
bo´l sza´mı´tott eltolt (nemfizikai) impulzusmomentum ’kvantumsza´m’, amelyek o¨sszesse´ge
a T teret hata´rozza meg. li-k az input fizikai impulzusmomentum kvantumsza´mok S
ve´ges tere´t alkotja´k. γi-k a (162) alatti CT kifejte´s egyu¨tthato´i, amelyeket T e´s S
ismerete´ben (166)-bo´l sza´molhatunk. Ve´gu¨l a fa´zistola´sok ko¨vetkeznek: a δWSli input adatok,
e´s rendre a CT, a NS, illetve a mNS mo´dszerrel kapott inverz potencia´lokbo´l visszasza´molt
fa´zistola´sok, amelyeket mind δWSli -hez kell hasonl´ıtani. (Ez uto´bbi eredme´nyt r0 = 1.5
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au, x1 = 12.90, x2 = 12.92, x3 = 12.94, x4 = 12.96, lmax = 9 technikai parame´terek
alkalmaza´sa´val e´rtem el.)
Az o¨sszehasonl´ıta´s a CT mo´dszernek kedvez, de a mNS mo´dszer is elfogadhato´nak tu˝nik.
A NS mo´dszerrel kapott eredme´nyek viszonylagos gyengese´ge´nek oka´t jo´l megmutatja az
5. a´bra, amelyen az a´ltala e´s a CT mo´dszer a´ltal szolga´ltatott inverz potencia´lokat rajzoltam
fel. Jo´l la´thato´k a NS mo´dszer kora´bban eml´ıtett hia´nyossa´gai: az origo´beli szingularita´s
e´s az aszimptotikus oszcilla´cio´k. Ez uto´bbiak felelo˝sek a fa´zistola´sok viszonylagosan
gyenge reproduka´la´sa´e´rt. Ugyanis, explicit sza´mola´ssal megmutathato´ (pl. az origo´ ko¨ru¨li
leva´ga´ssal), hogy a hata´skeresztmetszetek (e´s ı´gy a fa´zistola´sok is) e´rze´ketlenek a potencia´l
origo´beli viselkede´sre. A CT mo´dszerrel kapott inverz potencia´l azonban vonalvastagsa´gon
belu¨l megegyezik az eredeti WS potencia´llal (kive´ve az origo´ ko¨ru¨l, ahol azonban ve´ges
e´rte´ket szolga´ltat).
Abbo´l a ce´lbo´l, hogy a CT mo´dszer e´s a NS eja´ra´s mino˝se´ge´t jobban o¨ssze lehessen
hasonl´ıtani, a 6. a´bra´n az egyes inverz potencia´loknak az input WS potencia´lto´l valo´ elte´re´se´t
rajzoltam fel. Ezen a´bra´zola´s mo´dban la´thatjuk, hogy a ke´t mo´dszer csaknem hasonlo´
kvalita´ssal rendelkezo˝ potencia´lt szolga´ltat: az legjobb belu¨l, e´rze´keny kis ta´volsa´gokra az
origo´ ko¨ru¨l, valamint nagy ta´volsa´gokra, ahol a potencia´l ma´r igen kis e´rte´ket vesz fel.
A hasonlo´ kvalita´s azonban csak la´tszo´lagos, mert nagysa´grendi ku¨lo¨nbse´get takar: a CT
mo´dszer ke´t nagysa´grenddel, azaz sza´zszor pontosabb mint az eredeti NS elja´ra´s!
4.1.3.2 Ne´gyszo¨g potencia´l esete
Azon ce´lbo´l, hogy a CT inverz mo´dszer teljes´ıto˝ke´pesse´ge´t me´g jobban felder´ıtsu¨k,
megvizsga´juk egy ma´sik modell, a ne´gyszo¨g potencia´l modell eredme´nyeinek
reproduka´la´sa´ban nyu´jtott teljes´ıtme´nye´t is. Ez a modell a potencia´l hirtelen ugra´sa miatt
nehezebb feladatot jelent, mint a sima viselkede´su˝ WS potencia´l (vo¨. Huck modell, 3.2.2
fejezet).
A haszna´lt ne´gyszo¨g potencia´l defin´ıcio´ja:
V (r) =
{ −1, 0 < r < 1
0, r > 1
(177)
az alkalmazott energia pedig, mint az elo˝bb, E = 18 au (k = 6 au) lesz.
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5. a´bra. CT inverz potencia´l (ro¨vid-szaggatott vonal), NS inverz potencia´l
(pontozott vonal), hasonl´ıtva a (176) alatti WS input potencia´lhoz
(folyamatos vonal) az r radia´lis ta´volsa´g fu¨ggve´nyeke´nt. A sza´mola´s k = 6
(au) hulla´msza´m e´s lmax = 12 (N = 13) esete´n lett ve´grehajtva.
A 10. ta´bla´zat tartalmazza az inputke´nt haszna´lt {δboxli } fa´zistola´s e´rte´keket li =
0, 1, ..., 7 ∈ S fizikai impulzusmomentum e´rte´kek esete´n, valamint a CT mo´dszerre jellemzo˝,
(173) megolda´sake´nt elo˝a´llo´, Li ∈ T nemfizikai impulzusmomentum e´rte´keket, amelyekbo˝l
(165), (163) e´s (147) haszna´lata´val megkapjuk az inverz potencia´lt. Ezt a potencia´lt
la´thatjuk a 7. a´bra´n, pontozott vonallal rajzolva. A 7. a´bra´n a NS mo´dszerrel sza´molt
potencia´l is la´thato´ (nagyobb oszcilla´cio´t mutato´ szaggatott vonal), amelyet szinte´n a 10.
ta´bla´zat {δboxli } adataibo´l sza´moltam ki (156-159), (153) e´s (147) felhaszna´la´sa´val. Ve´gu¨l
a numerikus o¨sszehasonl´ıta´s kedve´e´rt megadom a 10. ta´bla´zatban az inverz potencia´lokbo´l
visszasza´molt {δCTli }, {δNSli } e´s {δmNSli } fa´zistola´sokat is.
La´thato´ mind az a´bra´bo´l, mind a ta´bla´zatbo´l, hogy a CT mo´dszer jobb potencia´lt ad.
Az is e´szreveheto˝, hogy a CT potencia´l most nagyobb amplitu´do´val oszcilla´l az egzakt
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6. a´bra. A CT e´s WS potencia´lok ko¨zti ku¨lo¨nbse´g (folytonos vonal)
valamint a NS e´s WS potencia´lok ko¨zti elte´re´s (pontozott vonal). Vegyu¨k
e´szre a ke´t nagysa´grendbeli ku¨lo¨nbse´get a jobb e´s bal oldali ordina´ta ko¨zo¨tt!
potencia´l ko¨ru¨l, mint a WS pe´lda esete´n. Ezt a te´nyt a kevesebb (tizenha´rom helyett nyolc)
adattal magyara´zhatjuk. Ugyanakkor azt is mega´llap´ıthatjuk a 10. ta´bla´zatbo´l, hogy a
mNS mo´dszer szinte´n elfogadhato´ eredme´nyt ad. Ez uto´bbi sza´mola´st az r0 = 1.05 au,
x1 = 6.90, x2 = 6.92, x3 = 6.94, x4 = 6.96, x5 = 6.98, lmax = 9 technikai parame´terek
alkalmaza´sa´val e´rtem el. Az mNS potencia´lt nem tu¨ntettem fel a 7. a´bra´n, az a NS
mo´dszer a´ltal adotthoz hasonlo´ alaku´ belu¨l, kisebb oszcilla´cio´val rendelkezik k´ıvu¨l, e´s r0 > r
tartoma´nyban defin´ıcio´ szerint ze´rus.
Az eddigi tapasztalatok a CT mo´dszer haszna´lata´val kapcsolatban megmutatta´k, hogy
ezen elja´ra´sban nehe´zse´get jelenthet a (173) alatti nemlinea´ris egyenletrendszer megolda´sa
k´ıse´rleti input adatokkal. Mivel a CT mo´dszer eme szu˝k keresztmetszete´nek ta´g´ıta´sa
ku¨lo¨nbo¨zo˝ nemlinea´ris megolda´si technika´k (pl. simulating annealing, vagy controlled
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10. ta´bla´zat. Ne´gyszo¨g potencia´lbo´l sza´rmazo´ fa´zistola´s adatok k = 6 au
esete´n, illetve a belo˝lu¨k nyert inverz potencia´lokat jellemzo˝ mennyise´gek.
(Magyara´zatot ld. a szo¨vegben.)
i Li li γi δ
box
li
δCTli δ
NS
li
δmNSli
1 -0.1309 0 0.0807 0.1676 0.1681 0.1263 0.1694
2 0.8904 1 0.2667 0.1611 0.1601 0.1216 0.1554
3 1.9089 2 0.4155 0.1405 0.1413 0.0985 0.1441
4 2.9047 3 0.6744 0.1547 0.1537 0.1116 0.1554
5 3.9373 4 0.6243 0.1085 0.1092 0.0634 0.0997
6 4.9780 5 0.2723 0.0427 0.0420 -0.0093 0.0357
7 5.9963 6 0.0530 0.0107 0.0111 -0.0411 0.0082
8 7.0010 7 -0.0167 0.0019 0.0016 -0.0892 0.0013
random search globa´lis minimum kereso˝ algoritmusok) haszna´lata´val me´g feljeszte´s alatt
a´ll, valamint komplex e´s Coulomb ko¨lcso¨nhata´sok esete´re is a´ltala´nos´ıtani kell a mo´dszert,
a tova´bbiakban a mNS elja´ra´st fogom haszna´lni a fizika ku¨lo¨nbo¨zo˝ teru¨letein elo˝fordulo´
ko¨lcso¨nhata´sok meghata´roza´sa´ra.
4.2 AmNSmo´dszerrel ele´rt eredme´nyek
Ebben a fejezetben ro¨gz´ıtett E energia mellett me´rt differencia´lis hata´skeresztmetszetekbo˝l
nyert fa´zistola´s adatokbo´l kiindulva, a mNS inverz szo´ra´s elme´let seg´ıtse´ge´vel fogok
meghata´rozni szo´ra´st okozo´ potencia´lokat. Ehhez kellett e´p´ıteni egy gyors e´s pontos
inverz szo´ra´s ko´dot23 (BIC, illetve BICPOL), amely a mNS elme´let alapja´n mu˝ko¨dik
a ko¨vetkezo˝ke´ppen. A potencia´l felte´telezett r0 hato´sugara´n k´ıvu¨li tartoma´ny ke´t vagy
to¨bb ri pontja´ban megoldja a (153) alatti Regge-Newton (RN) egyenleteket a {cl} kifejte´si
egyu¨tthato´ sorozatra, a bemeno˝ {δl} fa´zistola´s adatok felhaszna´la´sa´val. Ezen egyu¨tthato´k
azuta´n, ugyancsak a RN egyenleten keresztu¨l, meghata´rozza´k a belso˝ tartoma´ny tetszo˝leges
r < r0 pontja´ban a Schro¨dinger egyenletet kiele´g´ıto˝ ψl(r) regula´ris fu¨ggve´nyeket, amelyekbo˝l
ve´gu¨l r-szerinti deriva´la´ssal e´s lmax−ig terjedo˝ l-re valo´ o¨sszegze´ssel nyerju¨k az l-to˝l fu¨ggetlen
(de E-to˝l me´g fu¨ggo˝) (147) alatti inverz potencia´lt. Jo´llehet az elja´ra´s sora´n mindve´gig
egyszeru˝ linea´ris algebrai egyenleteket kell megoldani, az inverz potencia´l sza´mola´s me´gsem
tartozik a jo´l kondiciona´lt feladatok ko¨ze´. Ennek oka az, hogy a kulcsfontossa´gu´ le´pe´s, a {cl}
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7. a´bra. CT e´s NS inverz potencia´l (pontozott, ill. szaggatott vonal) mint
az r ta´volsa´g fu¨ggve´nye. Ezt az eredme´nyt a ne´gyszo¨g potencia´l (folytonos
vonal) a´ltal E = 18 au energia´n genera´lt fa´zistola´s adatokbo´l nyertem.
egyu¨tthato´ sorozat meghata´roza´sa e´rdeke´ben (az eredeti NS elja´ra´s esete´n) olyan hermitikus
ve´gtelen matrixot kell kezelni, amely szingula´ris de van inverze. Ez u´gy lehetse´ges, hogy
a matrix ze´rus saja´te´rte´ke´hez tartozo´ vektor nem tartozik a matrix teljes rendszere´hez,
azaz a ze´rus saja´te´rte´k nem a spektrum re´sze. Me´gis, ennek a specia´lis a´llapotnak a
figyelembeve´tele (egy α parame´terrel, ld. 4.2 pont) elengedhetetlen a fizikailag helyes
aszimptotika´t szolga´ltato´ inverz megolda´s kiva´laszta´sa´hoz. A nemegye´rtelmu˝se´g megszu˝nik
a mNS mo´dszer bevezete´se´vel, viszont az inverz feladat rosszul kondiciona´ltta´ va´lik, ami
esetenke´nt nem stabil, irregula´ris megolda´sok keletkeze´se´ben jelentkezik. A tapasztalat az,
hogy ilyen irregula´ris, nem stabil megolda´sok jelentkeze´se esete´n a technikai parame´tereket
(lmax, r0, x1, x2, ...) nem helyesen, az energia e´s a megsejtheto˝ hato´ta´volsa´g a´ltal sugallt
fizika´nak megfelelo˝en va´lasztottuk. A´ltala´ban szu¨kse´ges az, hogy le´tezzen a technikai
parame´tereknek egy tartoma´nya, amelyben gyakorlatilag azonos inverz potencia´lt genera´l
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a program. Az ala´bb bemutatott eredme´nyek mindegyike stabil megolda´shoz tartozik, ami
azt jelenti, hogy az elo˝zo˝ mondatban megfogalmazott krite´rium teljesu¨l az inverz potencia´lra.
Mielo˝tt az eredme´nyek bemuta´sa´ra ra´te´rne´k, ro¨viden meg kell eml´ıtenem a mNS mo´dszer
x−1 jellegu˝ Coulomb, illetve x−4 aszimptotika´ju´ (dipol) polariza´cio´s inverz potencia´lok
meghata´roza´sa´ra szolga´lo´ kiterjeszte´se´t. (Az elo˝bbi szerint sza´mol a BIC, az uto´bbi
szerint pedig a BICPOL23 ko´d.) Coulomb aszimptotika tipikusan magfizikai nehe´zion
u¨tko¨ze´sek esete´n fordul elo˝, mı´g elektron-atom u¨tko¨ze´s esete´n tala´lkozhatunk polariza´cio´s
ko¨lcso¨nhata´ssal.
Mindke´t potencia´lt hosszu´ hato´ta´volsa´g jellemzi, ami az a´ltaluk okozott fa´zistola´sok
l−beli lassu´ lecsenge´se´ben o¨lt testet. Eze´rt a me´rt fa´zistola´sokat korriga´lni kell, e´s a korrekcio´
a jo´l ismert
U(x) = UN (x) + UC(x0), x < x0 (178a)
U(x) = UC(x), x > x0 (178b)
potencia´l felbonta´shoz tartozo´
δtotl = δl + σl (179)
fa´zistola´s felbonta´s szerint megy ve´gbe. A fenti ke´pletekben UN jelenti a meghata´rozando´
ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ (nuklea´ris, vagy atomi) ko¨lcso¨nhata´st, UC pedig a hosszu´hato´ta´volsa´gu´
(Coulomb, vagy polariza´cio´s) ismert potencia´lt, amelyhez tartozo´ σl (Coulomb, vagy
polariza´cio´s) fa´zistola´sok szinte´n ismertek analitikusan, vagy sza´molhato´k adott ke´pletekbo˝l.
Ma´rmost az is jo´l ismeretes, hogy hia´ba adna´nk meg a fa´zistola´s anal´ızis eredme´nyeke´ppen
a {δl} sorozatot, annak inverta´la´sa nem az UN potencia´lt adna´ meg. Ahhoz, hogy UN -
et korrektu¨l kapjuk meg, figyelembe kell vennu¨nk az UC hosszu´hato´ta´volsa´gu´ potencia´l
jelenle´te´t az inverz elja´ra´sban is, e´s ezt legegyszeru˝bben u´gy tehetju¨k meg, hogy a (161)
alatti aszimptotikus megolda´st (amely UC = 0 esete´re e´rve´nyes) helyettes´ıtju¨k a mNS
mo´dszer formula´iban a megfelelo˝
ψl(x ≥ x0) = Al[cos δl Fl(x) + sin δl Gl(x)], (180)
illetve
ψl(x ≥ x0) = Al[cos δl Φ(1)l (x; k, f)− sin δl Φ(2)l (x; k, f)] (181)
aszimptotikus megolda´ssal, ahol Fl e´s Gl jelenti a regula´ris e´s irregula´ris Coulomb
fu¨ggve´nyt,24 f 2 az atom dipol polariza´hato´sa´ga´t, Φ
(1)
l e´s Φ
(2)
l pedig a regula´ris e´s irregula´ris
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polariza´cio´s fu¨ggve´nyeket, amelyek a P il ma´sodfaju´ Matthieu fu¨ggve´nyekkel
25 fejezheto˝k ki
a ko¨vetkezo˝ mo´don:
Φ
(i)
l =
√
xP
(i)
l , i = 1, 2. (182)
Tova´bbi re´szletek [T3/5-6]-ban tala´lhato´k.
A hosszu´hato´ta´volsa´gu´ Coulomb e´s polariza´cio´s potencia´lokhoz tartozo´ regula´ris
e´s irregula´ris fu¨ggve´nyek (180)-(181) alatti haszna´lata azt eredme´nyezi, hogy sokkal
kevesebb adattal (nevezetesen a keve´s sza´mu´ δl Coulomb-, illetve polariza´cio´s-korriga´lt
fa´zistola´sokkal) kell dolgozni a (153) alatti RN egyenletekben, ami az aktua´lis proble´ma
megolda´sa´t megko¨nny´ıti.
Tova´bbi egyszeru˝so¨de´s e´rheto˝ el egy fa´zistranszforma´cio´ alkalmaza´sa´val, ami azt jelenti,
hogy aszimptotikusan ze´rus potencia´lra transzforma´ljuk a meghata´rozando´ potencia´lt,
azaz (178b)-ben U = UC(x0) helyettes´ıte´st alkalmazunk, a teljes energia´t pedig eltoljuk
megfelelo˝en:
EB = E − k2U(x0). (183)
Az u´j δBl fa´zistola´sokat a ke´t megolda´s, a ϕ
B
l = ψ
B
l /r transzforma´lt e´s ϕ
U
l = ψl/r nem
transzforma´lt megolda´s logaritmikus deriva´ltjainak egyenlo˝ve´ te´tele´bo˝l kapjuk
d
dr
lnϕBl (r)
∣∣∣∣∣
r=r0
=
d
dr
lnϕUl (r)
∣∣∣∣∣
r=r0
, (184)
ahol a
ψBl (x ≥ x0) = ABl [ cos δBl jl(kBr)− sin δBl nl(kBr)] (185)
transzforma´lt fu¨ggve´nyek az eltolt proble´ma megolda´s fu¨ggve´nye´nek felel meg a ku¨lso˝
tartoma´nyban e´s kB = (2µE
B)1/2/h¯.
Ekkor az mNS mo´dszer RN alapegyenletei a ko¨vetkezo˝k lesznek (ρ˜ = kBr):
UB(ρ˜) = −2
ρ˜
d
dρ˜
lmax∑
l=0
cBl ψ
0
l (ρ˜)ψ
B
l (ρ˜)/ρ˜, (186)
ψBl (ρ˜) = ψ
0
l (ρ˜)−
lmax∑
l′=0
cBl′ L
B
ll′(ρ˜)ψ
B
l′ (ρ˜), (187)
e´s
LBll′(ρ˜) =
∫ ρ˜
0
ψ0l (ρ)ψ
0
l′(ρ)dρ/ρ
2 (188)
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ahol ψ0l (ρ˜) = jl(ρ˜) jelenti az U
B
0 ≡ 0 eltolt referencia potencia´lhoz tartozo´ regula´ris (Riccati-
Bessel) megolda´st.
Ezzel a fa´zistranszforma´cio´val teha´t azt e´rtu¨k el, hogy csak egy mNS programot kell
e´p´ıteni (nevezetesen a ze´rus referencia potencia´lhoz tartozo´t, amely a ko¨nnyen e´s pontosan
sza´molhato´ Bessel e´s Neumann fu¨ggve´nyeket haszna´lja), s a bonyolult Coulomb - , illetve
Matthieu-fu¨ggve´nyeket csak egy alkalommal, a transzforma´lt fa´zisok kisza´mı´ta´sa´na´l kell
haszna´lni.
4.2.1 12C-12C inverz potencia´lok
4.2.1.1 Konvenciona´lis inverz elja´ra´s [T3/1]
A 8. a´bra´n la´thato´ ke´t szo¨geloszla´s anal´ızise´nek eredme´nye26 a ko¨vetkezo˝ ne´ha´ny sza´m:
S0 = −0.94903− i0.20980, S2 = −0.16455− i0.03319, S4 = 0.40499− i0.32474,
S6 = 0.46180 + 0.20388, S8 = 0.86983 + 0.33833, S10 = 0.80017− i0.00647,
S12 = 0.92504− i0.00986. (E = 9.5MeV) (189)
S0 = 0.06274− i0.09459, S2 = 0.00900 + 0.52218, S4 = 0.61422− i0.28877,
S6 = −0.37978 + 0.15713, S8 = 0.15269− i0.19823, S10 = 0.47564− i0.15576,
S12 = 0.74022− i0.12912, S14 = 0.89550− i0.04710. (E = 11.38MeV) (190)
Csak pa´ros S-matrix elemeket la´tunk a fenti gyu˝jteme´nyben, ugyanis azonos re´szecske´k
u¨tko¨ze´se esete´n (ha ezek bozonok) a differencia´lis hata´skeresztmetszetet szimmetriza´ni kell:
dσ(θ)
dΩ
= |f(θ) + f(π − θ)|2, (191)
ahol a szo´ra´si amplitu´do´
f(θ) = fC(θ) + fN(θ), (192)
67
az
fC(θ) = − η
2k sin2 θ/2
exp
{
2iσ0 − 2iη ln
(
sin
θ
2
)}
, (193)
Coulomb-szo´ra´si, valamint az
fN(θ) =
1
2ik
∑
l
(2l + 1)e2iσl(Sl − 1)Pl(cos θ) (194)
nuklea´ris szo´ra´si amplitu´do´bo´l a´ll, e´s az o¨sszegben elo˝fordulo´ pa´ratlan impulzusmomen-
tumokhoz tartozo´ tagok a Legendre polinom tulajdonsa´ga miatt kiejtik egyma´st.
8. a´bra. Rugalmas 12C-12C u¨tko¨ze´s differencia´lis hata´skeresztmetszet me´rt
e´rte´kei 9.50 e´s 11.38 MeV cm energia´n a Mott (tiszta Coulomb)
hata´skeresztmetszethez viszony´ıtva (ko¨ro¨k). Me´re´si hiba a ko¨ro¨n belu¨l van.
Fa´zistola´s anal´ızisbo˝l kapott hata´skeresztmetszet go¨rbe (folytonos vonal).
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A fenti egyenletekben a szoka´sos jelo¨le´seket alkalmaztam: η = ZPZT e
2/h¯v a Sommerfeld
parame´ter, ahol v = h¯k a ZP e´s ZT to¨lte´su˝ projektil e´s target relat´ıv sebesse´ge;
µ = mPmT/(mP +mT ) a reduka´lt to¨meg e´s σl = arg Γ(l + 1 + iη) a Coulomb fa´zis.
A fa´zistola´s anal´ızis eredme´nyeke´nt elo˝a´llo´ ne´ha´ny fenti sza´m a Coulomb-korriga´lt
(nuklea´ris) S−matrix elem, Sl, amiket szoka´s kifejezni a δl fa´zistola´ssal is a jo´l ismert
mo´don:
Sl = e
2iδl . (195)
Mivel az S-matrix elemek komplex sza´mok, a fa´zistola´sok is azok:
δl = δ
R
l + iδ
I
l , (196a)
e´s eze´rt az Sl elemeket szoka´s az
Sl = ηle
2iδR
l (196b)
alakban is ı´rni, ahol
ηl = e
−2δI
l (196c)
az u´n. abszorpcio´s te´nyezo˝.
A 8. a´bra´n a kis ko¨ro¨k a me´rt differencia´lis hata´skeresztmetszet e´rte´keket jelentik,
amelyek hiba´ja kisebb mint a ko¨ro¨k a´tme´ro˝je. A folytonos vonal az anal´ızis
eredme´nyeke´ppen kapott (189), ill. (190) alatti e´rte´kekbo˝l a (191) szerinti ke´plettel kisza´molt
elme´leti e´rte´ket illusztra´lja.
A 11. ta´bla´zatban a 9.50 MeV-hez tartozo´ (189) alatti Sl k´ıse´rleti adatoknak a valo´s
fa´zistola´s e´s abszorpcio´s te´nyezo˝s a´t´ıra´sa´t la´thatjuk, ahol kihaszna´ltam a fa´zistola´sokban
megle´vo˝ mod π szabadsa´got. A pa´ratlan fa´zistola´sokat interpola´cio´val kaptam, kive´ve az
l = 7 parcia´lis hulla´mban, amelyre ne´zve mNS elja´ra´ssal kapott inverz potencia´l igen
nagyfoku´ e´rze´kenyse´get mutatott.
A pa´ratlan parcia´lis hulla´mhoz tartozo´ adatok hia´nya´t azon tapasztalat e´rve´nyes´ıte´se´vel
po´toltam, hogy a nehe´z ion u¨tko¨ze´sben a potencia´l sima fu¨ggve´nye a relat´ıv ta´volsa´gnak. Az
ilyen potencia´lok a´ltala´ban olyan fa´zistola´sokat eredme´nyeznek, amelyek sima´n fu¨ggnek az
impulzusmomentumto´l, kive´ve rezonancia´k ko¨zele´ben. A ta´bla´zatban fix, me´re´sbo˝l sza´rmazo´
e´rte´keknek sza´mı´tanak a pa´ros l-ekhez tartozo´ fa´zistola´sok. Felte´telezve, hogy a pa´ratlan
hulla´mban ta´vol vagyunk a rezonancia´kto´l, linea´ris interpola´cio´val elo˝a´ll´ıthatjuk a pa´ratlan
l-ekhez tartozo´ fa´zistola´sokat (e´s abszorpcio´s egyu¨tthato´kat), a pa´rosakhoz tartozo´kbo´l. Ha
sima potencia´lt kapunk az ı´gy kiege´szu¨lt adatokbo´l, akkor ma´r csak elleno˝rizni kell, hogy az
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inverz potencia´l te´nyleg nem nagyon e´rze´keny-e az interpola´lt adatokra. Abban az esetben,
ha nem kapunk sima potencia´lt, a pa´ratlan parcia´lis hulla´mokban megkeressu¨k az ’e´rze´keny’
l-et, amelyhez tartozo´ δl ill. ηl va´ltoztata´sa´ra e´rze´kenyen reaga´l az inverzio´s elja´ra´s. A
fenti esetben ez az l = 7 parcia´lis hulla´m volt (a to¨bbi e´rze´ketlennek bizonyult), az ehhez
tartozo´ fa´zistola´s, illetve abszorpcio´s egyu¨tthato´ e´rte´ket kellett az interpola´lt e´rte´kekto˝l
elte´ro˝ mo´don va´lasztani (ld. 11. ta´bla´zat).
11. ta´bla´zat. 12C - 12C rendszer Ec.m. = 9.50 MeV energia´ju´ rugalmas
szo´ro´da´sa´nak megfelelo˝ Re δl valo´s fa´zistola´sok e´s ηl abszorpcio´s egyu¨tthato´k
(ma´sodik e´s harmadik oszlop). Az inverz potencia´lbo´l visszasza´molt
megfelelo˝ e´rte´kek (negyedik e´s o¨to¨dik oszlop). A bemeno˝ e´s visszasza´molt
e´rte´kek ko¨zti ku¨lo¨nbse´g (hatodik e´s hetedik oszlop). A pa´ratlan l-ekhez
tartozo´ e´rte´kekkel kapcsolatos le´ıra´s a szo¨vegben tala´lhato´.
l Re δl ηl Re δl ηl ∆Re δl ∆ηl
0 7.9628 0.9719 8.0025 0.9871 -0.040 -0.015
1 6.3874 0.5699 6.3626 0.5733 -0.025 -0.003
2 4.8119 0.1679 4.9019 0.1550 -0.090 0.013
3 3.8078 0.3435 3.7653 0.3537 -0.043 -0.010
4 2.8037 0.5191 2.8390 0.5211 -0.035 -0.002
5 1.5058 0.5120 1.4808 0.5327 0.025 -0.021
6 0.2079 0.5048 0.2351 0.4715 -0.027 0.033
7 -1.5000 0.2000 -1.4157 0.2274 -0.084 -0.027
8 0.1855 0.9333 0.1686 1.0002 0.017 -0.067
9 0.0907 0.8668 0.0567 0.9858 0.034 -0.119
10 -0.0040 0.8002 0.0214 0.9925 -0.026 -0.192
11 -0.0047 0.8627 0.0079 0.9970 -0.013 -0.134
12 -0.0053 0.9251 0.0027 0.9990 -0.008 -0.074
Hasonlo´ elja´ra´ssal kaptam a 12. ta´bla´zatban felsorolt adatokat, amelyek a 11.38 MeV
energia´n me´rt u¨tko¨ze´shez tartoznak. Itt az l = 9-es parcia´lis hulla´mban tapasztaltam
rezonancia´ra utalo´ jeleket. Megjegyzendo˝, hogy ezen az energia´n a C-C rendszer ismert27
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lπ = 8+-as rezonancia´val is rendelkezik. Ez jo´l tu¨kro¨zo˝dik az η8 = 0.25 abszorpcio´s
egyu¨tthato´ viszonylagos kis e´rte´ke´ben.
12. ta´bla´zat. 12C - 12C rendszer Ec.m. = 11.38 MeV energia´ju´ rugalmas
szo´ro´da´sa´nak megfelelo˝ Re δl valo´s fa´zistola´sok e´s ηl abszorpcio´s egyu¨tthato´k
valamint a visszasza´molt e´rte´kek e´s ezek inputto´l valo´ elte´re´se (ld. 11.
ta´bla´zat felirata´t).
l Re δl ηl Re δl ηl ∆Re δl ∆ηl
0 8.9322 0.1135 8.9313 0.1146 0.001 -0.001
1 7.9961 0.3179 7.9709 0.3175 0.025 0.000
2 7.0600 0.5223 7.0442 0.5190 0.016 0.003
3 5.9961 0.6005 5.9732 0.6004 0.023 0.000
4 4.9321 0.6787 4.9155 0.6724 0.017 0.006
5 3.1534 0.5449 3.1273 0.5471 0.026 -0.002
6 1.3747 0.4110 1.3430 0.4087 0.032 -0.038
7 0.4587 0.3306 0.4485 0.3289 0.010 0.002
8 -0.4572 0.2502 -0.5096 0.2447 0.052 0.006
9 -0.7500 0.1600 -0.7793 0.1803 0.029 -0.020
10 -0.1583 0.5003 -0.1985 0.5400 0.040 -0.040
11 -0.1223 0.6259 -0.1417 0.7053 0.019 -0.079
12 -0.0864 0.7514 -0.0754 0.8270 -0.011 -0.076
13 -0.0563 0.8241 -0.0331 0.9128 -0.023 -0.089
14 -0.0263 0.8967 -0.0124 0.9630 -0.014 -0.066
Az inverz sza´mola´s eredme´nye´t a 9. e´s 10. a´bra´n la´thatjuk. [A haszna´lt technikai
parame´terek a ko¨vetkezo˝k: r0 = 10 fm, x1 = 19.3, x2 = 20.8, x3 = 22.3, lmax = 12 (E = 9.5
MeV) e´s r0 = 10 fm, x1 = 21, x2 = 22.35, x3 = 23.7, lmax = 14 (E = 11.38 MeV).]
Amint va´rhato´, mindke´t potencia´l tiszta Coulomb potencia´lke´nt viselkedik az r0 = 10
fm o¨nke´nyesen va´lasztott aszimptotikus ta´volsa´g ko¨rnye´ke´n. Ez r0 felett terme´szetesen
a mNS mo´dszer le´nyege´bo˝l fakad, de az, hogy r0 = 10 fm alatt is ez a viselkede´s,
az ma´r a fa´zistola´sokban megbu´vo´ fizika miatt van. Kisebb, r < 8 fm ta´volsa´gokra
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a magero˝k kezdenek domina´lni e´s a Coulomb tasz´ıta´s intenz´ıv vonza´sba megy a´t. A
potencia´l imagina´rius re´sze az abszorpcio´e´rt felelo˝s, ami fluxusnak a rugalmas csatorna´bo´l
a rugalmatlanba valo´ kia´ramla´sake´nt e´rtelmezheto˝. Pozit´ıv imagina´rius potencia´l viszont
fluxus visszaa´ramla´st jelent (feed-back), ami szinte´n e´szlelheto˝ az a´bra´kon egyes relat´ıv
ta´volsa´g tartoma´nyban.
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9. a´bra Az Ec.m. = 9.50 MeV energia´n kapott V inverz potencia´l valo´s re´sze
(folytonos vonal) e´s imagina´rius re´sze (pontozott vonal). r0 = 10 fm a ku¨lso˝
e´s belso˝ tartoma´nyt elva´laszto´ ta´volsa´got jelenti. A sza´mola´s egye´b
technikai parame´terei: x1 = 19.3, x2 = 20.8, x3 = 22.3, lmax = 12. A
potencia´l sza´mola´sa´hoz szu¨kse´ges bemeno˝ fa´zistola´s adatokat a 11. ta´bla´zat
tartalmazza.
4.2.1.2 Fa´zistola´s anal´ızissel egyes´ıtett inverz elja´ra´s [T3/2]
Az elo˝bbi sza´mola´s olyan adatokon nyugodott, amelyek a
χ2S =
1
N
N∑
i=1
(
dσ(θi)/dΩ|exp − dσ(θi)/dΩ|cal
∆dσ(θi)/dΩ
)2
, (197a)
hiba ne´gyzet kifejeze´s a (191) alatti dσ(θi)/dΩ|cal elme´leti hata´skeresztmetszet ke´pletben
elo˝fordulo´ {Sl} vagy {δl} (l = 0, 2, 4, . . . , lmax) elemek szerint to¨rte´no˝ minimaliza´la´sa´bo´l
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10. a´bra Az Ec.m. = 11.38 MeV energia´n kapott V inverz potencia´l valo´s
re´sze (folytonos vonal) e´s imagina´rius re´sze (pontozott vonal). r0 = 10 fm a
ku¨lso˝ e´s belso˝ tartoma´nyt elva´laszto´ ta´volsa´got jelenti. A sza´mola´s egye´b
technikai parame´terei: x1 = 21, x2 = 22.35, x3 = 23.7, lmax = 14. A
potencia´l sza´mola´sa´hoz szu¨kse´ges bemeno˝ fa´zistola´s adatokat a 12. ta´bla´zat
tartalmazza.
sza´rmaztak. A fenti hiba ne´gyzet kifejeze´sben a dσ(θi)/dΩ|exp e´s ∆dσ(θi)/dΩ kifejeze´sek az
N adat pontbo´l a´llo´ k´ıse´rleti hata´skeresztmetszetet e´s ezek abszolu´t hiba´ja´t jelo¨lik. Ezeket
az adatokat jelo¨ltem kis ko¨ro¨kkel a 8. a´bra´n.
A (197a) kifejeze´snek az a tulajdonsa´ga, hogy a nagy hiba´val me´rt adatoknak
kis su´lyt tulajdon´ıt az o¨sszegze´sben. Ilyen adatok a kis sza´me´rte´kkel rendelkezo˝
hata´skeresztmetszetek, amelyekre a rossz statisztika (keve´s becsapo´da´s sza´m) miatt kapnak
nagy hibahata´rt. Fizikailag azonban, pl. a kva´zi-molekula´ris rezonancia´k szempontja´bo´l
e´ppen a kis hata´skeresztmetszet e´rte´kek lehetnek e´rdekesek, eze´rt e´rdemes egy mo´dos´ıtott
hiba ne´gyzet fu¨ggve´nyen alapulo´ fa´zistola´s anal´ızist is alapul venni az inverz potencia´l
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sza´mola´sa´hoz szu¨kse´ges adatok kinyere´se ce´lja´bo´l, nevezetesen azt, amely defin´ıcio´ja:
χ′2S =
1
N
N∑
i=1
(
dσ(θi)/dΩ|exp − dσ(θi)/dΩ|cal
dσ(θi)/dΩ|exp
)2
. (197b)
A tova´bbiakban e ke´t fa´zistola´s anal´ızisbo´l sza´rmazo´ adatokkal ve´gzett inverzio´s elja´ra´st
konvenciona´lis mo´dszernek nevezzu¨k e´s C1 illetve C’1 szimbo´lumokkal jelo¨lju¨k.
A konvenciona´lis fa´zistola´s anal´ızis ha´tra´nya, hogy nem szolga´ltat eredme´nyt a pa´ratlan
parcia´lis hulla´mokban. Egy kivezeto˝ utat ebbo˝l a dilemma´bo´l e´ppen a mNS mo´dszer k´ına´l.
I´rjuk a´t ugyanis a (187) alatti RN egyenletet a
lmax∑
l′=0
MBll′(ρ˜)ϕ
B
l′ (ρ˜) = ϕ
0
l (ρ˜), l = 0, 1, . . . , lmax (198)
forma´ba, ahol bevezettu¨k az
MBll′(ρ˜) = δll′ + L
B
ll′(ρ˜)c
B
l′ (199)
matrixot.
Megadva a {cBl } (l = 0, 1, 2, ..., lmax) egyu¨tthato´ sorozatot, az MB matrix ismertte´
va´lik e´s kisza´mı´thatjuk a ϕBl (ρ˜i) fu¨ggve´nyeket (198)-bo´l ba´rmely ρ˜i = kBri pontban.
Ha a sza´mola´st N ≥ 2 pontban ve´gezzu¨k el a ρ˜i > ρ˜0 tartoma´nyban, akkor a kapott
ϕBl (ρ˜i; c
B
0 , c
B
1 , ..., c
B
lmax) e´rte´keket felhaszna´lhatjuk arra, hogy (185)-bo˝l meghata´rozzuk a
δBl (l = 0, 1, 2, ..., lmax) fa´zistola´sokat. Ezuta´n (vissza)transzforma´lhatjuk δ
B
l -t [ (184)
haszna´lata´val] δl-ve´ e´s kisza´molhatjuk a dσ(θi)/dΩ|cal hata´skeresztmetszetet [(191) re´ve´n],
amit arra haszna´lunk, hogy minimaliza´ljuk a (197a), ill. (197b) hiba ne´gyzetes kifejeze´seket,
amiket most, funkcio´juknak megfelelo˝en χ2c , ill. χ
′2
c szimbo´lumokkal jelo¨lu¨nk (az also´
indexbeli ’c’-vel emle´keztetve arra, hogy a minimaliza´cio´t a teljes {cl} (l = 0, 1, . . . , lmax)
spektra´l egyu¨tthato´k szerint ve´geztu¨k el. )
Ke´tfe´le mo´dszert alkalmazhatunk a δBl fa´zistola´soknak a (185) alatti mo´dos´ıtott
RN egyenletek felhaszna´la´sa´val to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´ra. Az egyik leheto˝se´g, amit M1
mo´dszernek h´ıvunk a tova´bbiakban, abban a´ll, hogy a (ρ˜i ≥ ρ˜0) tartoma´nyban megoldjuk a
ρ˜ijl(ρ˜i)x− ρ˜inl(ρ˜i)y = ϕBl (ρ˜i; cB0 , cB1 , ..., cBlmax), i = 1, . . . , N (200a)
egyenletet. Ez az egyenlet N egyenletet jelent a ke´t (l=fix)
x = ABl cos δ
B
l , y = A
B
l sin δ
B
l (200b)
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ismeretlenre, mindegyik l = 0, 1, ..., lmax parcia´lis hulla´mban. A fa´zistola´sok ebbo˝l δ
B
l =
arctan(y/x) modulo nπ alakban ado´dnak. A ma´sik leheto˝se´g, amit M2 mo´dszernek
nevezu¨nk, abban a´ll, hogy megoldjuk a (ρ˜i ≥ ρ˜0) tartoma´nyban a ko¨vetkezo˝ tu´lhata´rozott
egyenletrendszert
lmax∑
l′=0,1,..
MBll′(ρ˜i)ρ˜ijl′(ρ˜i)xl′ −
lmax∑
l′=0,1,..
MBll′(ρ˜i)ρ˜inl′(ρ˜i)yl′ = ϕ
0
l (ρ˜i),
i = 1, . . . , N ; l = 0, 1, . . . , lmax (201a)
a 2(lmax + 1) sza´mu´
xl = A
B
l cos δ
B
l , yl = A
B
l sin δ
B
l l = 0, 1, . . . , lmax, (201b)
ismeretlenre, majd a δBl = arctan(yl/xl) modulo nπ o¨sszefu¨gge´sbo˝l hata´rozzuk meg a
fa´zistola´sokat. A ke´t mo´dszer megegyezik N = 2 esete´n.
Azon ce´lbo´l, hogy ku¨lo¨nbse´get tehessu¨nk a χ2c e´s χ
′2
c hiba ne´gyzet kifejeze´sek
minimaliza´la´sa´val kapott ke´tfe´le, M1 e´s M2 mo´dszer ko¨zo¨tt, az uto´bbi (teha´t a χ′2c
minimaliza´la´sa´val kapott) eredme´nyeket M′1 e´s M′2 szimbo´lumokkal fogom jelo¨lni.
Minimaliza´cio´s elja´ra´ske´nt ke´tfe´le mo´dszert fogok haszna´lni. Az egyik, az ’elleno˝rzo¨tt
ve´letlen kerese´s’ (a tova´bbiakban CRS28) elja´ra´s egy n-va´ltozo´s fu¨ggve´ny globa´lis
minimuma´t keresi meg. A ma´sik elja´ra´s a minta szerinti kerese´s (PS29) elja´ra´s relat´ıv
minimumot szolga´ltat. Ez uto´bbi mo´dszer ero˝sen fu¨gg a kerese´s indulo´ pontja´to´l, viszont
olcso´ (gyors). Eze´rt PS kerese´st haszna´lok az M1 (M’1) e´s M2 (M’2) egyes´ıtett mo´dszerek
esete´n u´gy, hogy a konvenciona´lis mo´dszerek (C1 e´s C’1) szolga´ltatta eredme´nyt (linea´ris
interpola´cio´val a pa´ratlan l-ekre) va´lasztom a kiindula´si pontke´nt.
A C1, C’1, M1, M’1, M2, M’2 mo´dszerek alkalmaza´sa´val kapott inverz potencia´lok
jo´sa´ga´t leginka´bb azzal jellemezhetju¨k, hogy mike´nt adja vissza a me´rt szo¨geloszla´st. Eze´rt
bevezetem a χ2V hiba ne´gyzet me´rte´ket, amelyet a (197) alatti defin´ıcio´bo´l sza´molhatunk oly
mo´don, hogy dσ(θi)/dΩ|cal-t a V inverz potencia´llal sza´molt dσ(θi)/dΩ|pot differencia´lis
hata´skeresztmetszettel helyettes´ıtju¨k. Ilyen mo´don ba´rmelyik mo´dszer jo´sa´ga´t egyetlen
sza´mmal jellemezhetju¨k.
4.2.1.3 A 12C+12C rendszer inverz potencia´lja Ec.m. = 7.998 MeV szo´ra´si energia´n
A fenti sokfe´le mo´dszerben valo´ eligazoda´st seg´ıtendo˝, elo˝szo¨r egyetlen kiva´lasztott
energia´hoz, az Ec.m. = 7.988 MeV szo´ra´si energia´hoz tartozo´ hata´skeresztmetszetbo˝l
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sza´rmazo´ potencia´lokat tekintju¨k a´t. Ezuta´n fogom bemutatni a 8-12 MeV tartoma´nyban
me´rt nyolc szo¨geloszla´sbo´l sza´rmaztatott inverz (optikai) potencia´lokat. Ezeket kiege´sz´ıtve
az elo˝zo˝ pontbeli 9.5 e´s 11.38 MeV-hez tartozo´ ereme´nyekkel, elegendo˝ informa´cio´ a´ll majd
rendelkeze´su¨nkre a´ltala´nos ko¨vetkeztete´sek levona´sa´ra a C-C potencia´lok alakja´t illeto˝en.
Legelo˝szo¨r teha´t egy konvenciona´lis sza´mola´st ve´gzek, amely sora´n a (197) alatti χ2S
kifejeze´s miniliza´la´sa a {δl} (l = 0, 2, ..., lmax) fa´zistola´s sorozatot eredme´nyezi. Ezeket
a pa´ratlan l-ekhez tartozo´ fa´zisokkal kiege´sz´ıtve (interpola´cio´val, ill. ke´zzel varia´lva;
sima potencia´l ko¨vetelme´ny) kapjuk az adatot a konvenciona´lis (C1, C’1) inverz szo´ra´s
sza´mola´shoz. Egyu´ttal kiindula´si pontot is szolga´ltatunk az egyes´ıtett mo´dszerek (M1, M’1,
M2, M’2) indulo´ {cl} (l = 0, 1, ..., lmax) spektra´l egyu¨tthato´k kiva´laszta´sa´hoz.
A hata´skeresztmetszet fa´zistola´s anal´ıze´se´t mind a CRS mind a PS mo´dszerrel
elve´geztem, e´s a χ2S = 6.56 ill. 6.79 e´rte´keket kaptam a ve´gso˝ hiba ne´gyzetre. A PS
minimaliza´cio´s elja´ra´st pa´ros l-kre ReSl = 1 , ImSl = 0 kezdeti S-matrix e´rte´kekbo˝l
kiindulva ve´geztem. A ke´t elja´ra´s praktikusan azonos S-matrix e´rte´keket szolga´ltatott me´g
tova´bbi ha´rom energia´n me´rt adatokra vonatkozo´an is. Ott, ahol elte´re´s mutatkozott, a PS
elja´ra´s nem tala´lt minimumot [nem volt megfelelo˝ az Sl = 1 + i0 (l=pa´ros) kiindula´si pont],
a CRS elja´ra´sbo´l sza´rmazo´ fa´zistola´sokat vettem alapul az inverz sza´mola´s sza´ma´ra.5
A 13. ta´bla´zat mutatja be a 7.998 MeV-re ve´gzett konvenciona´lis fa´zistola´s anal´ızis
eredme´nye´t. A ma´sodik e´s harmadik oszlop tartalmazza a C1 mo´dszerrel (χ2S = 6.54
eredme´nnyel) kapott Sl (l = 0, 2, ..., lmax) matrix elemeket, a hatodik e´s hetedik oszlop
pedig a C’1 mo´dszerrel nyert (e´s χ′2S = 0.00135 hiba ne´gyzetet produka´lo´) Sl elemeket.
A negyedik, o¨to¨dik, illetve a nyolcadik e´s kilencedik oszlopban a δRl valo´s fa´zistola´sok e´s
az ηl abszorpcio´s te´nyezo˝ket soroltam fel a hozza´tartozo´ interpola´lt e´rte´kekkel egyu¨tt. Ez
uto´bbiak ko¨zu¨l egyetlen kive´telt la´tunk, az l =7-es parcia´lis hulla´mban, Re δ7 = δ
R
7 = −1.5
e´s η7 = 0.2, amelyek nem interpola´lt e´rte´kek, hanem ’ke´zzel’ lettek va´lasztva mindke´t
esetben u´gy, hogy az adatok sima potencia´lt eredme´nyezzenek (ld. 9.50 MeV-en elve´gzett
kora´bbi inverz sza´mola´st).
Mejegyzendo˝, hogy az a´tlagto´l valo´ elte´re´s szu¨kse´gesse´ge indokolhato´ lenne az l = 5-o¨s
parcia´lis hulla´mban is, ugyanis a 7− 8 MeV tartoma´nyban megfigyeltek egy 4+-os potencia´l
5Itt jegyzem meg, hogy rendelkeze´sre a´ll a C-C szo´ra´sadatok fa´zistola´s anal´ızise´nek
eredme´nye a 6-14 MeV energia tartoma´nyban 0.025 MeV le´pe´s finomsa´ggal.26 A
megfelelo˝ Coulomb-korriga´lt Sl matrix e´rte´keket PS minimaliza´cio´s elja´ra´ssal kapta´k
26
u´gy, hogy elindulva 6 MeV-bo˝l 0.025 MeV le´pe´sko¨zzel a 14 Mev fele´, mindig az
elo˝zo˝ energia´na´l megtala´lt S-matrix e´rte´k sorozat szolga´lt kiindula´si pontul. (6 MeV-
en gyakorlatilag a Coulomb szo´ra´s domina´l me´g.)
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rezonancia´t.30 Azonban az l=5-e´s parcia´lis hulla´mban ve´gzett varia´la´s, ellente´tben az l=7-
esben ve´gzettel, nem eredme´nyezett sima inverz potencia´lt.
13. ta´bla´zat. Az Ec.m. = 7.998 MeV energia´n szo´ro´do´
12C +12 C rendszer Sl adatai,
amelyet a (197) alatti χ2S e´s χ
′2
S hiba ne´gyzetes kifejeze´s minimaliza´la´sa´val kaptam a
szo¨vegben le´ırt C1 e´s C′1 konvenciona´lis fa´zistola´s anal´ızis mo´dszer eredme´nyeke´nt.
A δRl valo´s fa´zistola´sokat e´s az ηl abszorpcio´s koefficienseket is felsoroltam, a pa´ros
parcia´lis hulla´mu´ interpola´lt e´rte´kekkel egyu¨tt. A δR7 fa´zist szabad parame´terke´nt
kezeltem annak e´rdeke´ben, hogy sima inverz potencia´lt kapjak. Amint la´thato´, a C1
mo´dszer esete´ben az η7 te´nyezo˝t is varia´lni kellett. A megfelelo˝ inverz potencia´lokat a
11. a´bra´n la´thatjuk.
l ReSl
a ImSl
a δRl
a
ηl
a ReSl
b ImSl
b δRl
b
ηl
b
0 −0.5060 −0.8626 8.3741 1.0000 0.2897 −0.3257 9.0029 0.4359
1 6.9065 0.5809 7.2594 0.5454
2 −0.0190 −0.1607 5.4389 0.1618 0.0237 −0.6545 5.5159 0.6549
3 4.4583 0.4928 4.2545 0.4480
4 0.6446 0.5130 3.4777 0.8239 0.2305 −0.0706 2.9931 0.2410
5 1.7783 0.9053 1.3881 0.4503
6 0.9745 0.1550 0.0789 0.9868 0.5984 −0.2771 −0.2168 0.6595
7 −1.5000 0.2000 −1.5000 0.7348
8 0.8205 0.2877 0.1686 0.8695 0.7825 −0.2094 −0.1308 0.8100
9 0.1021 0.8634 −0.1143 0.9050
10 0.8551 0.0609 0.0356 0.8573 0.9809 −0.1944 −0.0978 1.0000
11 0.0061 0.8891 −0.0620 1.0000
12 0.9200 −0.0431 −0.0234 0.9210 0.9986 −0.0522 −0.0261 1.0000
a C1 mo´dszer: χ2S minimaliza´la´sa (χ
2
S = 6.54 eredme´nnyel; a hozza´ tartozo´ inverz
potencia´l χ2V = 609.8 hiba´t ad).
b C′1 mo´dszer: χ′2S minimaliza´la´sa (χ
′2
S = 0.00135 eredme´nnyel; a hozza´ tartozo´
inverz potencia´l χ2V = 60.8 hiba´t ad).
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A 11. a´bra bemutatja a konvenciona´lis mo´dszerrel kapott inverz potencia´lokat, e´s az
ezekbo˝l visszasza´molt differencia´lis hata´skeresztmetszeteket. Elte´re´st tapasztalunk a 70◦
e´s 90◦ ko¨zo¨tti tartoma´nyban, ı´gy ezek a potencia´lok nem tekintheto˝k az input adatokkal
konzisztensnek. Ezt jelzi a nagy χ2V = 609.8 e´rte´k is. Az adatok tu¨zetesebb vizsga´lata´bo´l
mega´llap´ıthatjuk, hogy a reprodukcio´ azon szo¨ggtartoma´nyokban nem kiele´g´ıto˝, ahol az
adatok relat´ıv hiba´ja a legnagyobb. Erre a te´nyre alapozva vezettu¨k be a (197b) alatti χ′2S
hiba kifejeze´st, amelyben a nagy relat´ıv hiba´val rendelkezo˝ me´re´si adatok ero˝sebben vannak
ke´pviselve. Jo´llehet ezen χ′2S kifejeze´s minimaliza´cio´ja´bo´l sza´rmazo´ S-matrix adatok (ld. 13.
ta´bla´zat 6-7. oszlopa) szinte teljesen elte´rnek az elo˝bbiekto˝l (ld. 2-3. oszlop), a 11.c a´bra´n
bemutatott megfelelo˝ potencia´l az elo˝zo˝to˝l (ld. 11.a a´bra) csak kisme´rte´kben ku¨lo¨nbo¨zik,
fo˝leg a belso˝ tartoma´nyokban, ami nem nagyon ja´rul hozza´ a hata´skeresztmetszethez.
Azonban ez a kis ku¨lo¨nbse´g elegendo˝ a k´ıse´rleti adatok jobb reprodukcio´ja´hoz (ld. 11.d
a´bra), amit a kisebb χ2V = 60.8 hiba ne´gyzet e´rte´k is jo´l mutat. Tova´bbi elo˝nyke´nt eml´ıtheto˝,
hogy a C’1 mo´dszerrel elve´gzett sza´mola´sban csak δR7 -et kellett varia´lni, de η7-et ma´r nem
(vo¨. 13. ta´bla´zat, 8-9. oszlop). A technikai parame´terek ugyanazok voltak a ke´t, C1 e´s
C′1, mo´dszerrel elve´gzett sza´mola´s esete´n, nevezetesen: r0 = 10 fm, x˜i = 11.5, 12.5, 13.5 e´s
lmax = 12.
A 12(a), 12(c), e´s 13(a), 13(c) a´bra´k az M1, M′1, e´s M2, M′2, mo´dszerek alkalmaza´sa´val
kapott inverz potencia´lt mutatja´k be. Ezen potencia´lok konzisztencia´ja a 12(b), 12(d),
e´s 13(b), 13(d) a´bra´n la´thato´k, amelyek rendre χ2V = 275.0, 61.9 hiba´kkal rendelkeznek
az M1, M′1 mo´dszereket illeto˝en, valamint χ2V = 597.1, 71.6 hiba´kkal az M2, M
′2
mo´dszereket tekintve. Mindegyik esetben a PS mo´dszert haszna´ltam a χ2c e´s χ
′2
c hiba
kifejeze´sek minimaliza´la´sa´ra, a konvenciona´lis sza´mola´sbo´l adott spektra´l koefficienseket
tekintve kiindulo´ adatnak. A technikai parame´terek ugyanazok voltak, mint az elo˝bbi,
konvenciona´lis sza´mola´sban.
O¨sszesse´ge´ben elmondhato´, hogy a 12. e´s 13. a´bra´n nem tapasztalunk dra´mai va´ltoza´st
a potencia´lok alakja´ban a 11. a´bra´n feltu¨ntetetthez ke´pest, azaz mega´llap´ıthato´, hogy mind
a hat (C1, C′1, M1, M′1, M2, M′2) mo´dszerrel kapott hatfe´le potencia´l hasonlo´ szerkezetet
mutat. A valo´s re´szt ke´t minimum jellemzi, egy ero˝sebb r ≈ 2.5 − 3.0 fm-ne´l e´s egy
gyenge´bb r ≈ 5.5 − 6.0 fm ko¨rnye´ke´n. A Coulomb tasz´ıta´sbo´l eredo˝ maximum mind a hat
mo´dszer esete´n csaknem egyse´gesen r ≈ 8.5 fm ko¨ru¨l mutatkozik, amely kisebb, mint a mNS
le´nyege´hez tartozo´ ku¨lso˝ suga´r, amelyet r0 = 10 fm-ne´l ro¨gz´ıtettem le. Ezen illeszto˝ suga´rna´l
a M1 e´s M′1 mo´dszer kisme´rte´ku˝ diszkontinuita´st produka´lt [ld. 12(a) e´s 12(c) a´bra]. A
potencia´lok imagina´rius re´sze is hasonlo´, amennyiben ze´rushoz tartanak a ku¨lso˝ re´szeken e´s
ne´ha pozit´ıv e´rte´ket vesznek fel belu¨l, a reakcio´ zo´na´ban, amely jelense´g valo´sz´ınu˝se´gi fluxus
a´ramla´sra utal a rugalmatlan csatorna´bo´l vissza a rugalmasba.
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11. a´bra. Az Ec.m. = 7.998 MeV energia´n a C1 and C
′1 mo´dszerekkel
elve´gzett konvenciona´lis inverz szo´ra´s sza´mola´s eredme´nyei. (a): C1
mo´dszerrel kapott inverz potencia´l valo´s (———) e´s imagina´rius (- - - - -)
re´sze; (b): a k´ıse´rleti adatok (o o o) C1 mo´dszerrel kapott inverz potencia´llal
to¨rte´no˝ reprodukcio´ja (———), ami χ2V=609.8 e´rte´ket ad; (c) e´s (d):
ugyanaz mint (a) e´s (b) azonban C′1 mo´dszerrel, ami χ2V=60.3 hiba e´rte´kkel
rendelkezik. A megfelelo˝ fa´zistola´sokat ld. a 13. ta´bla´zatban.
A potencia´lokban tapasztalhato´ hasonlo´sa´got avval magyara´zhatjuk, hogy a spektra´l
egyu¨tthato´k optimaliza´la´sa (a PS mo´dszerrel) nem hoz dra´mai va´ltoza´st a hozza´tartozo´
δl (0, 1, ..., lmax) fa´zistola´sokban (ld. 14. e´s 15. ta´bla´zat). Ez a mega´llap´ıta´s e´rve´nyes az
l = 7-es parcia´lis hulla´mra, ami e´rze´kenynek bizonyult a sima potencia´l ele´re´se e´rdeke´ben.
A ’ke´zzel’ bea´ll´ıtott δR7 = −1.5 fa´zistola´st az M1 ill. M′1 mo´dszer −1.44 ill. −1.55 e´rte´ku˝re
mo´dos´ıtotta, mı´g az M2 ill. M′2 mo´dszerek −1.47 ill. −1.49-re (vo¨. a 14. e´s 15. ta´bla´zat
megfelelo˝ e´rte´keit a 13. ta´bla´zate´val). Az abszorpcio´s egyu¨tthato´beli va´ltoza´s igen keve´sse´
befolya´solja a valo´s potencia´l alakja´t.
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12. a´bra. Ec.m. = 7.998 MeV energia´n az M1 and M
′1 egyes´ıtett
mo´dszerekkel ve´gzett inverz szo´ra´s sza´mola´s. (a): Az M1 mo´dszerrel kapott
inverz potencia´l valo´s (———) e´s imagina´rius (- - - - -) re´sze; (b): a k´ıse´rleti
adatok (o o o) reprodukcio´ja (———) az M1 mo´dszerrel kapott inverz
potencia´llal, ami χ2V=275.0 e´rte´ket ad; (c) e´s (d): ugyanaz mint (a) e´s (b),
azonban M′1 mo´dszerrel, ami χ2V=61.9 hiba e´rte´kkel rendelkezik. A
megfelelo˝ fa´zistola´sokat ld. a 14. ta´bla´zatban.
Az eddigiek alapja´n u´gy tu˝nik teha´t, hogy a vizsga´lt C1,...,M′2 hatfe´le mo´dszerbo˝l nem
lehet egye´rtelmu˝en kiva´lasztani a mo´dszert. Amint a 11.-13. a´bra´k mutatja´k, mind a hat
mo´dszer kvalitat´ıve ugyanazt az eredme´nyt adja. Eze´rt a hat ko¨zu¨l a tova´bbiakban azt
a mo´dszert fogom elo˝nyben re´szes´ıteni, amely (i) a legkisebb χ2V hiba e´rte´ket adja e´s
ugyanakkor (ii) sima potencia´l alakot is szolga´ltat. Az elso˝ krite´rium az inverz sza´mola´s
konzisztencia´ja´val kapcsolatos; a ma´sodikat aze´rt ko¨vetelem meg, mivel az eddigi, ku¨lo¨nbo¨zo˝
(direkt) mo´dszerekkel lesza´rmaztatott nehe´z-ion potencia´lok mind sima viselkede´su˝ek
voltak. Az inverz sza´mola´s egye´rtelmu˝se´ge´re valo´ tekintettel22 azonban megjegyzem, hogy
ne´mely esetben kaphatunk kis χ2V e´rte´keket ero˝sen oszcilla´lo´ potencia´l esete´n is.
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13. a´bra. Ec.m. = 7.998 MeV energia´n az M2 and M
′2 egyes´ıtett
mo´dszerekkel ve´gzett inverz szo´ra´s sza´mola´s. (a): Az M2 mo´dszerrel kapott
inverz potencia´l valo´s (———) e´s imagina´rius (- - - - -) re´sze; (b): a k´ıse´rleti
adatok (o o o) reprodukcio´ja (———) az M2 mo´dszerrel kapott inverz
potencia´llal, ami χ2V=597.1 e´rte´ket ad; (c) e´s (d): ugyanaz mint (a) e´s (b)
azonban M′2 mo´dszerrel, ami χ2V=71.6 hiba e´rte´kkel rendelkezik. A
megfelelo˝ fa´zistola´sokat ld. a 15. ta´bla´zatban.
4.2.1.4 Az egyes´ıtett mo´dszerrel kapott 12C+12C potencia´lok az Ec.m. ≈ 8 − 12 MeV
tartoma´nyban [T3/2]
A 14. a´bra bemutatja a 12C+ 12C rendszerre vonatkozo´ inverz potencia´lokat a Ec.m. ≈ 8−12
MeV szo´ra´si energia tartoma´nyban. A potencia´l Re V (r) valo´s re´sze az a´bra bal oldala´n,
az Im V (r) imagina´rius re´sze, az a´bra jobb oldala´n la´thato´. A sza´mola´st a ko¨vetkezo˝ nyolc
energia e´rte´ken hajtottam ve´gre: 7.988, 8.535, 9.057, 9.48, 10.533, 10.954, 11.503 e´s 12.077
MeV. Ezen energia e´rte´kek, egy tizedes jegyre lekerek´ıtve, a 14. a´bra ko¨ze´pso˝ re´sze´n is
fel lettek tu¨ntetve. A potencia´lokat fu¨ggo˝legesen egyma´s ala´ helyeztem el, fentro˝l lefele´
energia szerint no¨vekvo˝ sorrendben. No¨vekvo˝ energia szerinti csoportos´ıta´sban a ko¨vetkezo˝
mo´dszerekkel to¨rte´nt az inverz sza´mola´s (ld. 16. ta´bla´zat): C′1, C1, M′1, C1, M2, M2,
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14. Ta´bla´zat. Az Ec.m. = 7.998 MeV energia´n szo´ro´do´
12C +12 C rendszerre
vonatkozo´, az M1 e´s M’1 egyes´ıtett mo´dszerrel kapott Sl matrix elemek valo´s
e´s imagina´rius re´szei. A minimaliza´la´s a (197) egyenleteknek megfelelo˝ χ2c e´s
χ′2c hiba ne´gyzet kifejeze´sek szerint to¨rte´nt. Feltu¨ntettem a fa´zistola´sok δ
R
l valo´s
re´sze´t, valamint az ηl abszorpcio´s egyu¨tthato´kat is. Ezen ta´bla´zathoz tartozo´ inverz
potencia´lok e´s hata´skeresztmetszetek a 12. a´bra´n la´thato´k.
l ReSl
a ImSl
a δRl
a
ηl
a ReSl
b ImSl
b δRl
b
ηl
b
0 −0.5498 −0.8353 8.3483 1.0000 0.3129 −0.3108 9.0337 0.4410
1 0.2262 0.3045 6.7491 0.3793 −0.2394 0.3547 7.3655 0.4279
2 −0.0136 −0.1863 5.4614 0.1868 0.0749 −0.5876 5.5611 0.5924
3 −0.4646 −0.0092 4.7223 0.4647 −0.4740 0.3819 4.3733 0.6087
4 0.6672 0.4959 3.4612 0.8313 0.1875 −0.0927 2.9120 0.2092
5 −0.8385 −0.2553 1.7186 0.8765 −0.3929 0.0742 1.4775 0.3998
6 0.9556 0.1266 0.0659 0.9639 0.6992 −0.2287 −0.1581 0.7357
7 −0.2206 −0.0587 −1.4408 0.2283 −0.8177 −0.0360 −1.5488 0.8185
8 0.8331 0.2858 0.1652 0.8808 0.7684 −0.2756 −0.1722 0.8164
9 0.8699 0.1583 0.0900 0.8842 0.8790 −0.2232 −0.1243 0.9069
10 0.8640 0.0450 0.0260 0.8652 0.9454 −0.1450 −0.0761 0.9565
11 0.8782 −0.0257 −0.0146 0.8786 0.9826 −0.0792 −0.0402 0.9858
12 0.9124 −0.0482 −0.0264 0.9137 0.9994 −0.0374 −0.0187 1.0000
aM1 mo´dszer: χ2c hiba ne´gyzet minimaliza´la´sa (χ
2
c = 6.56 eredme´nnyel; a
hozza´tartozo´ inverz potencia´l χ2V = 275.0 e´rte´ket ad).
bM’1 mo´dszer: χ′2c hiba ne´gyzet minimaliza´la´sa (χ
′2
c = 0.00149 eredme´nnyel; a
hozza´tartozo´ inverz potencia´l χ2V = 61.9 e´rte´ket ad).
M1, C′1, amelyek jo´sa´ga rendre a ko¨vetkezo˝ χ2V hiba ne´gyzetekkel jellemezheto˝k (ege´szre
kerek´ıtve; ld. a 16. ta´bla´zatot is): 61, 101, 22, 16, 74, 53, 110, e´s 216. Megjegyzendo˝ me´g,
hogy az elo˝zo˝ pontban a 9.50 e´s 11.38 MeV energia´n sza´molt e´s a 9., illetve 10. a´bra´n
bemutatott inverz potenca´lok teljesen beleillenek a 14. a´bra potencia´l alakjai ko¨ze´.
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15. ta´bla´zat. Az Ec.m. = 7.998 MeV energia´n szo´ro´do´
12C +12 C rendszerre vonatkozo´,
az M2 e´s M’2 egyes´ıtett mo´dszerrel kapott Sl matrix elemek valo´s e´s imagina´rius re´szei.
A minimaliza´la´s a (197) egyenleteknek megfelelo˝ χ2c e´s χ
′2
c hiba ne´gyzet kifejeze´sek
szerint to¨rte´nt. Feltu¨ntettem a fa´zistola´sok δRl valo´s re´sze´t, valamint az ηl abszorpcio´s
egyu¨tthato´kat is. Ezen ta´bla´zathoz tartozo´ inverz potencia´lok e´s hata´skeresztmetszetek a
13. a´bra´n la´thato´k.
l ReSl
a ImSl
a δRl
a
ηl
a ReSl
b ImSl
b δRl
b
ηl
b
0 −0.4935 −0.8697 8.3813 1.0000 0.1292 −0.3426 8.8197 0.3662
1 0.1742 0.6267 6.9330 0.6505 −0.1190 0.1282 7.4427 0.1749
2 −0.0244 −0.1614 5.4228 0.1633 0.0844 −0.6122 5.5663 0.6180
3 −0.4547 0.2432 4.4668 0.5156 −0.7885 0.6148 4.3813 0.9999
4 0.6447 0.5169 3.4795 0.8264 0.2386 −0.0906 2.9602 0.2552
5 −0.8483 −0.3640 1.7735 0.9231 −0.4389 0.1500 1.4062 0.4638
6 0.9727 0.1680 0.0855 0.9871 0.6665 −0.2601 −0.1860 0.7154
7 −0.1904 −0.0398 −1.4677 0.1945 −0.7276 −0.1197 −1.4893 0.7373
8 0.8276 0.2917 0.1695 0.8775 0.7997 −0.2403 −0.1460 0.8350
9 0.8513 0.1703 0.0987 0.8682 0.8493 −0.1826 −0.1059 0.8687
10 0.8489 0.0572 0.0336 0.8508 0.9105 −0.1329 −0.0725 0.9201
11 0.8867 0.0089 0.0050 0.8868 0.8448 −0.1637 −0.0957 0.8605
12 0.9177 −0.0364 −0.0198 0.9184 0.9996 −0.0293 −0.0147 1.0000
aM2 mo´dszer: χ2c hiba ne´gyzet minimaliza´la´sa (χ
2
c = 6.33 eredme´nnyel; hozza´tartozo´
inverz potencia´l χ2V = 597.1 e´rte´ket ad).
bM’2 mo´dszer: χ′2c hiba ne´gyzet minimaliza´la´sa (χ
′2
c = 0.00224 eredme´nnyel;
hozza´tartozo´ inverz potencia´l χ2V = 71.6 e´rte´ket ad).
Az a´bra´kat tanulma´nyozva mega´llap´ıthato´, hogy a potencia´lok alakban ku¨lo¨nbo¨znek a
Woods-Saxon forma´to´l. A potencia´lok valo´s re´sze −10 e´s 9 MeV ko¨zo¨tti tartoma´nyban
va´ltoznak, maxima´lis e´rte´ku¨ket r ≈ 8 − 8.5 fm ko¨ru¨l e´rik el. Az imagina´rius re´sz kisebb
a valo´sna´l. Az r ≈ 8.4 − 8.8 fm ko¨ru¨l forma´lo´do´ ≈ 6.2 MeV magassa´gu´ Coulomb ga´t
kialakula´sa megero˝s´ıti azt a kezdeti felteve´st, hogy a szo´ra´si folyamatot tiszta Coulomb
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14. a´bra. Ku¨lo¨nbo¨zo˝ inverz mo´dszerekkel kapott 12C+12C potencia´lok
valo´s e´s imagina´rius re´szei, az a´bra ko¨zepe´n jelo¨lt energia´k esete´n. A
potencia´lokhoz tartozo´ input e´s visszasza´molt szo¨geloszla´sokat a 15. a´bra´n
la´thatjuk.
potencia´l korma´nyozza egy bizonyos illeszte´si ra´diusz felett (amelyet 10 fm-nek vettem).
Ke´t-ha´rom esetben cseke´ly diszkontinuita´s la´thato´ az illeszte´si suga´rna´l; ez eredhet a minden
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15. a´bra. Voit e´s ta´rsai26 a´ltal me´rt 12C+12C szo¨geloszla´sok (o o o) a
feltu¨ntetett energia´kon. A k´ıse´rleti adatok reproduka´la´sa (———–) a 14.
a´bra´n bemutatott inverz potencia´lokkal.
numerikus sza´mola´sban jelen levo˝ pontatlansa´gbo´l, e´s/vagy a magasabb parcia´lis hulla´mok
elhanyagola´sa´bo´l.
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A potencia´lok imagina´rius (abszorpt´ıv) re´sze ugyanolyan hato´ta´volsa´ggal rendelkezik,
mint a valo´s re´sz. Minden esetben van egy seke´ly abszorbea´lo´ (negat´ıv) re´sz a ku¨lso˝
tartoma´nyban. Ne´ha´ny pozit´ıv maximumot is la´tunk az imagina´rius re´szen, a´ltala´ban
azokon a helyeken, ahol a valo´s re´sznek minimuma van. Hasonlo´ jelense´get tala´ltak ma´r
C-C rendszerre, Feshbach formalizmust alkalmazva.31
A 14. a´bra´n az Ec.m. = 9 e´s 10.5 MeV ko¨zo¨tti intervallumban a potencia´lok alakja´ban
e´rdekes va´ltoza´st figyelhetu¨nk meg. A valo´s potencia´lban ez a va´ltoza´s az r ≈ 6.0 fm
ko¨ru¨li ku¨lso˝ kisebb minimum fokozatos eltu˝ne´se´ben, illetve az ero˝s, r ≈ 2.4 − 3 fm ko¨ru¨li
minimum u´jra megjelene´se´ben jelentkezik. Magasabb energia´kon ez az Ec.m. = 10.5 MeV-
en u´jra megjeleno˝ belso˝ minimum marad a valo´s potencia´l domina´ns re´sze, jo´llehet a ku¨lso˝
minimum is u´jra megjelenik. Ezen ma´sodlagos ku¨lso˝ minimum le´te magyara´zatot ad a ketto˝s
minimummal rendelkezo˝ Woods-Saxon potencia´l fittele´s32 sikere´re. Ugyancsak ezen seke´ly
minimum e´rte´kekkel hozhato´k o¨sszefu¨gge´sbe a 12C kva´zi-molekula´ris klaszter konfigura´cio´k
le´te. A 2-3 fm ko¨ru¨li hangsu´lyos minimum pedig a szivar alaku´ra deforma´lt 24Mg maggal
hozhato´ kapcsolatba.
A kis ta´volsa´gokon jelentkezo˝ potencia´l szingularita´sok, amelyek ve´ges fa´zistola´s sorozatot
haszna´lva szu¨kse´gszeru˝en felle´pnek, a mNS mo´dszer hia´nyossa´ga´bo´l fakadnak (ld. 4.1.1
pont), eze´rt fizikai magyara´zat nem adhato´ megjelene´su¨kre. Szerencse´re a potencia´l kis
ta´volsa´gu´ re´sze nem ad e´rze´kelheto˝ ja´rule´kot a hata´skeresztmetszethez.
A 14. a´bra´n bemutatott potencia´lokat haszna´lhatjuk arra, hogy fa´zistola´sokat sza´mı´tsunk
azon energia ko¨rnye´ke´n, amelyre a potencia´l vonatkozik. Ilyen sza´mola´ssal felder´ıthetju¨k a
C12 + 12C u¨tko¨zo˝ rendszer rezonancia szerkezete´t. A 16. ta´bla´zatban felsoroltam azon lres
rezona´ns parcia´lis hulla´mokat, amelyekre δRlres(E ≈ Ec.m.) = π/2. Ha ezeket o¨sszehasonl´ıtjuk
azon rezona´ns parcia´lis hulla´mokkal, amelyeket Abbondanno adott meg30, akkor szinte teljes
egyeze´st kapunk.
4.2.2 Nemloka´lis n-40Ca potencia´l lokaliza´cio´ja
A 2.5 fejezetben kifejlesztettu¨nk e´s megvizsga´ltunk egy Taylor sorfejte´sen alapulo´
elja´ra´st nemloka´lis potencia´lok lokaliza´la´sa´ra. Az inverz szo´ra´s mo´dszer egy ma´sik
leheto˝se´get k´ına´l e feladat megvalo´s´ıta´sa´ra, hiszen fa´zistola´s sorozatbo´l sza´rmaztat le loka´lis
ko¨lcso¨nhata´st. Eze´rt igen e´rdekes lenne azt megvizsga´lni, hogy a 2.6 fejezetben alkalmaza´si
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16. ta´bla´zat. Azon parame´terek lista´ja, amelyeket a 14. a´bra´n feltu¨ntetett inverz
potencia´lok meghata´roza´sa´ra haszna´ltam. Elso˝ oszlop a c.m. energia´t mutatja. A
ma´sodik oszlopban az inverz sza´mola´shoz haszna´lt mo´dszert tu¨ntettem fel (ld. szo¨veg).
A potencia´l konzisztencia´ja´t jellemzo˝ χ2V hiba ne´gyzetet la´thatjuk a harmadik oszlopban.
A negyedik oszlopban azon lres parcia´lis hulla´mok vannak felsorolva, amelyekben a valo´s
fa´zistola´sok a´tmennek π/2-en Ec.m. ko¨zele´ben. Az o¨to¨dik oszlopban azon l
ReV
res e´rte´keket
sorolom fel, amelyre a valo´s potencia´lok rezona´nsak. A marade´k oszlopok tartalmazza´k a
sza´mola´sokban alkalmazott lmax, r0, e´s ρ˜i technikai parame´tereket.
Ec.m.(MeV) mo´dszer χ
2
V lres l
Re V
res lmax r0(fm) ρ˜1 ρ˜2 ρ˜3 ρ˜4
7.988 C′1 61 5, 7 7 12 10.0 11.5 12.5 13.5
8.535 C1 101 5, 7 5, 7 12 10.0 12.5 13.5 14.5
9.057 M′1 22 7 7 12 10.0 12.75 13.75 14.75
9.48 C1 16 7 7 14 10.0 13.0 14.0 15.0 16.0
10.533 M2 74 6 6 12 10.0 13.5 14.5 15.5
10.954 M2 53 7, 9 7, 9 14 10.0 15.5 16.5 17.5
11.503 M1 110 7 7 14 10.0 15.5 16.5 17.5
12.077 C′1 216 7 − 14 10.5 16.0 17.0 18.0
pe´ldake´nt bemutatott n-40Ca Frahn-Lemmer nemloka´lis potencia´lra milyen loka´lis potencia´lt
nyerheu¨nk inverz elja´ra´ssal, e´s hogy ez hasonl´ıt-e a Taylor sorfejte´ssel kapotthoz.
Azonban mielo˝tt elve´gezne´nk az inverzio´t az 1. ta´bla´zatban (re´szben) megadott fa´zistola´s
adatokbo´l, meg kell eml´ıteni, hogy az o¨sszehasonl´ıta´s csak re´szleges, kvalitat´ıv lehet.
Ugyanis, amı´g a 2. fejezetben kidolgozott lokaliza´cio´s elja´ra´s fix impulzusmomentum
(fix-l) esetre sza´rmaztatott le loka´lis potencia´lokat nemloka´lisokbo´l, addig a jelen
fejezetben ta´rgyalt inverz mo´dszerek fix energia (fix-k) esete´n ’e´rve´nyes’ loka´lis potencia´lok
lesza´rmaztata´sa´ra ke´pesek.
Ennek ellene´re instrukt´ıvnak tartom az o¨szehasonl´ıta´st, hiszen a ku¨lo¨nfe´le mo´don
lokaliza´lt potencia´lok me´gis csak egyazon (fizikailag jo´l motiva´lt) nemloka´lis potencia´lbo´l
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sza´rmaznak, s ennek le´nyeges fizikai tulajdonsa´gait tu¨kro¨zniu¨k kell. Ilyen tulajdonsa´g lehet
a hato´ta´volsa´g, vagy a potencia´lero˝sse´g.
A 3. illetve 4. a´bra kapcsa´n fizikai diszkusszio´t nem melle´keltem, ott csak a Taylor
sorfejte´ses elja´ra´s konvergencia´ja´ra koncentra´ltam. Azonban jo´l la´thato´ a ku¨lo¨nbo¨zo˝ l-ekhez
tartozo´ potencia´lok origo´to´l valo´ kiszorula´sa (mind a nemloka´lis, 3. a´bra´n bemutatottak,
mind a lokaliza´lt, 4. a´bra´hoz tartozo´k esete´n), ami a centrifuga´lis potencia´l tasz´ıto´
hata´sa´val magyara´zhato´. Tova´bba´, a 4. a´bra´n jo´l la´thato´ a lokaliza´lt potencia´lok egyenlo˝
hato´ta´volsa´ga, valamint az, hogy ero˝sse´gu¨k is hasonlo´: a potencia´lok a´ltala´ban 0-6 fm ko¨zo¨tt
fejtik ki hata´sukat, ami −40 e´s 0 MeV ko¨zo¨tti vonzo´ potencia´l ero˝sse´gben nyilva´nul meg. (A
ro¨vid ta´von jelentkezo˝ centrifuga´lis tasz´ıta´s a hulla´mfu¨ggve´nyt magasabb l-ekre kiszor´ıtani
igyekszik.)
A 16. a´bra´n a mNS mo´dszerrel elve´gzett inverz sza´mola´s eredme´nye´t la´thatjuk (folytonos
vonal) a n-40Ca szo´ra´s esete´re E =30 MeV energia´n. O¨sszehasonl´ıta´sul feltu¨ntettem
(pontozott vonallal jelo¨lve) a 2. fejezetben kidolgozott Taylor sorfejte´sen alapulo´ elja´ra´sbo´l
l = 0 parcia´lis hulla´mra kapott lokaliza´lt potencia´lt (λ = 2-ad rendben). A 16. a´bra´n la´thato´
harmadik go¨rbe (nagyobb pontozott vonal) az egzakt lokaliza´cio´s elja´ra´s4 l = 0-hoz tartozo´
eredme´nye´t mutatja, amelynek csak elme´leti jelento˝se´ge van, ugyanis az eredeti nemloka´lis
proble´ma integro-differencia´l egyenletlete´hez tartozo´ ke´t linea´risan fu¨ggetlen megolda´sa´nak
ismerete´re van szu¨kse´g meghata´roza´sa´ra.
Amint la´tjuk a 16. a´bra´n, mind a ha´rom lokaliza´lt potencia´l hasonlo´ fizikai jellemzo˝kkel
rendelkezik: hasonlo´ a hato´ta´volsa´guk e´s az ero˝sse´gu¨k is. Az origo´beli szingularita´s a ve´ges
fa´zistola´s sorozat haszna´lata´bo´l ado´dott a mNS mo´dszer esete´n, de ennek kimutathato´
numerikus hata´sa nincs a hata´skeresztmetszetre. (A haszna´lt technikai parame´terek a
ko¨vetkezo˝k voltak: r0 = 8 fm, x1 = 11, x2 = 11.8, lmax = 16. Az input fa´zistola´sok az
1. ta´bla´zatban vannak re´szben megadva.)
I´gy teha´t elmondhatjuk, hogy nemcsak a fa´zistola´sok konvergencia´ja´val (ld. 1. ta´bla´zat),
e´s az egzakt (de csak elme´leti jelento˝se´gu˝) lokaliza´cio´s elja´ra´ssal4 igazoltuk a 2. fejezetbeli
Taylor-sorfejte´sen alapulo´ mo´dszeru¨nket, hanem az inverz szo´ra´s mo´dszerrel is.
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16. a´bra. E=30 MeV energia´ju´ n-40Ca szo´ra´st le´ıro´ Frahn-Lemmer
nemloka´lis potencia´lhoz tartozo´ fa´zistola´sok mNS inverta´la´sa´bo´l sza´rmazo´
loka´lis potencia´l (folytonos vonal). Taylor sorfejte´sen alapulo´ elja´ra´sbo´l
nyert lokaliza´lt potencia´l (l = 0, λ = 3-ad rend, pontozott vonal). Egzakt
lokaliza´cio´s elja´ra´s4 eredme´nye l = 0-ra (nagyobb pontozott vonal).
4.2.3 n-α potencia´lok [T3/3]
Az inverz szo´ra´selme´let kerete´n belu¨l leheto˝se´g van spin-pa´lya ko¨lcso¨nhata´si potencia´lok
meghata´roza´sa´ra is. Melbourne-i egyu¨ttmu˝ko¨do˝ partnereimmel elso˝ke´nt hata´roztam meg
fa´zistola´sokbo´l a nukleon-alfa re´szecske ko¨zti centra´lis e´s spin-pa´lya ko¨lcso¨nhata´st [T3/3].
Ezen rendszer vizsga´lata aze´rt is igen e´rdekes volt, mert az 1 MeV-es szo´ra´st egy p−hulla´mu´
rezonancia uralja e´s kideru¨lt33, hogy a fix-l melletti inverzio´ (amely ma´s elme´let e´s elja´ra´s,
mint a fix-E melletti inverzio´) a mie´nkkel teljesen megegyezo˝ potencia´lt szolga´ltatott. Az
1-20 MeV szo´ra´si energia tartoma´nyban elve´gzett vizsga´latunk eredme´nye az lett, hogy
a spin-pa´lya ko¨cso¨nhata´s le´nyegesen gyenge´bb a centra´lis ko¨lcso¨nhata´sna´l e´s a potencia´lok
nem hasonl´ıtanak a Woods-Saxon alakhoz. Ezenk´ıvu¨l az 1 MeV-es potencia´l gyo¨keresen elte´r
a to¨bbito˝l, amire magyara´zatot az eml´ıtett p−rezonancia szolga´ltat. Mielo˝tt az eredme´nyek
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re´szletes ismertete´se´re ra´te´rne´k, bemutatom a n-α rendszerre kapott globa´lis (spin-flip
leheto˝se´ge´t elhanyagolo´) centra´lis NS-inverz potencia´lokat.
4.2.3.1 n-α centra´lis potencia´lok
n-α centra´lis potencia´lokat Lun e´s ta´rsai34 a´ltal lesza´rmaztatott fa´zistola´s sorozatokat
alapul ve´ve kaptam a mNS-elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel. A 17. ta´bla´zatban felsorolt adatokat Lune´k
az u´n. uniter felte´tel35 alkalmaza´sa´val kapta´k, amely seg´ıtse´ge´vel lehetse´ges az abszolu´t
e´rte´k ke´pze´s miatt a hata´skeresztmetszet adatokban elveszo˝ a´ltala´nos fa´zist is visszanyerni
ku¨szo¨benergia alatt. A va´lasztott energia E = 14.9, 16.4, 20.0, 23.7 MeV volt. A mo´dszer
az ’elveszett’ fa´zisra vonatkozo´ igen ero˝sen nemlinea´ris egyenletre vezet, amelynek ke´t
megolda´sa´t tala´lta´k. Ezekbo˝l sza´rmazo´ input fa´zistola´sokat G1 e´s G2 sorozatnak nevezve,
ke´tfe´le inverz potencia´l sorozatot kapunk, amiket a 17. a´bra´n tu¨ntettem fel. A potencia´lok
jo´sa´ga´t a visszasza´molt fa´zistola´sok jellemzik, ezeket szinte´n felsoroltam a 17. ta´bla´zatban.
Jo´l la´thato´ a 17. a´bra´n, hogy a G1 fa´zistola´s sorozathoz tartozo´ inverz potencia´lok ero˝sebb
energiafu¨gge´st mutatnak, mint a G2-ho¨z tartozo´k. Azonban a potencia´lokbo´l nem lehet
meg´ıte´lni, hogy melyik sorozat a jobb, ugyanis mindke´t potencia´l t´ıpus visszaadja a bemeno˝
fa´zistola´sokat pa´r sza´zale´kon belu¨l. Ez aze´rt van, mert a ke´t t´ıpus ko¨zti elte´re´s az origo´ ko¨ru¨li
szingula´ris tartoma´nyban jelentkezik csupa´n, e´s erre a tartoma´nyra a hata´skeresztmetszet
(fa´zistola´s) sza´mola´s nem e´rze´keny. Eze´rt a potencia´lok jo´sa´ga´t illeto˝ do¨nte´s ma´s inverz
mo´dszerekre marad. E szempontbo´l a CT mo´dszer jo¨het sza´mı´ta´sba, mivel ez az elja´ra´s
ve´ges potencia´l e´rte´ket szolga´ltat az origo´ban (ld. 4.1.2 fejezet).
4.2.3.2 n-α spin-pa´lya potencia´lok
Mivel a nukleonoknak feles spinju¨k van, a n-α potencia´lok igaza´bo´l nemcsak centra´lis
re´szbo˝l tevo˝dnek o¨ssze, abban spin-pa´lya tagnak is kell lenni. A nukleon ze´rus spinu˝
atommaggal to¨rte´no˝ u¨tko¨ze´se sora´n j = l ± 1/2 a megmarado´ teljes (parcia´lis) impulzus-
momentum. Ezek saja´tfu¨ggve´nyei szerint fejtju¨k sorba a szo´ra´samplitu´do´t, amely ı´gy ke´t
parame´terrel, a δ
(+)
l , illetve a δ
(−)
l fa´zistola´ssal parametriza´lhato´. (Re´szleteket ld. pe´lda´ul a
Satchler ko¨nyv36 Fu¨ggele´ke´ben.)
DWBA ko¨zel´ıte´st haszna´lva a fa´zistola´sok sorba fejtheto˝k:37
δ
(±)
l = δ
(0)
l + a
(±)
l C
(1)
l + (a
(±)
l )
2C
(2)
l + . . . , (202)
ahol
a
(±)
l =
2
h¯2
< sl >=
{
l
−(l + 1) , j =
{
l + 1
2
l − 1
2
. (203)
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17. ta´bla´zat. Az uniter felte´tel alapja´n kapott s- e´s p-hulla´mu´ fa´zistola´s
input adatok (orig). A 17. a´bra´n bemutatott inverz potencia´lokbo´l
visszasza´molt s- e´s p-hulla´mu´ fa´zistola´sok (inv). A G1 e´s G2 jelo¨le´s
a fa´zistola´s anal´ızisben meglevo˝, magasabb parcia´lis hulla´mokat e´rinto˝
nemegye´rtelmu˝se´gbo˝l ado´do´ ke´tfe´l inverz megolda´st ku¨lo¨nbo¨zteti meg. (Ld.
szo¨veg e´s eredeti cikk34.)
E(MeV) δorig0 δ
inv
0 (G1) δ
inv
0 (G2)
14.9 1.824 1.823 1.827
16.4 1.846 1.845 1.844
20.0 1.742 1.739 1.741
23.7 1.733 1.727 1.729
δorig1 δ
inv
1 (G1) δ
inv
1 (G2)
14.9 1.180 1.164 1.158
16.4 1.423 1.404 1.405
20.0 1.360 1.345 1.343
23.7 1.287 1.286 1.274
Definia´lva a
δ˜l =
1
(2l + 1)
{(l + 1)δ(+)l + lδ(−)l } = δ(0)l + l(l + 1)C(2)l + . . . , (204a)
e´s
δˆl =
1
(2l + 1)
{lδ(+)l + (l + 1)δ(−)l } = δ(0)l − C(1)l + (l2 + l + 1)C(2)l + . . . , (204b)
kva´zi-fu¨ggetlen fa´zistola´sokat e´szrevehetju¨k, hogy ezek az u´j fa´zisok elso˝ rendben
leke´pezheto˝k inverzio´ re´ve´n a centra´lis e´s spin-pa´lya potencia´lokra a ko¨vetkezo˝
megfeleltete´ssel:
δ˜l ∼ δ(0)l ↔ V˜ ∼ V0, (205a)
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17. a´bra. Ne´gy, ku¨szo¨b alatti energia´n sza´molt, n-α szo´ra´si potencia´l,
amely a G1 (felso˝) e´s G2 (also´) fa´zistola´s sorozatokhoz tartozik. Az
input/output fa´zistola´s adatok a 17. ta´bla´zatban tala´lhato´k.
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e´s
δˆl ∼ δ(0)l − C(1)l ↔ Vˆ ∼ V0 −
1
2
Vs.o.. (205b)
Be lehet la´tni, hogy a fenti leke´peze´s valo´ja´ban ma´sodrendig egzakt.37
Fa´zistola´s anal´ızisbo˝l elvben meg lehet kapni a n-α szo´ra´sra vonatkozo´ δ
(±)
l adatokat.
Mivel ilyen direkt anal´ızist me´g nem ve´geztek, az engem e´rdeklo˝ δ˜ e´s δˆ adatokat egy
globa´lis optikai modell anal´ızis38 eredme´nye´bo˝l keletkezett potencia´lbo´l sza´rmaztatom le,
hat ku¨lo¨nbo¨zo˝ energia esete´n. Ezeket az adatokat a 18. ta´bla´zatban tu¨ntettem fel, ahol
(za´ro´jelben) megadtam az inverz potencia´lbo´l visszasza´molt (hulla´mos e´s kalapos) fa´zistola´s
e´rte´keket is. (Az s−hulla´mra megadott ke´tfe´le sza´m a Vˆ /V˜ potencia´lokbo´l sza´rmazo´
e´rte´kek; mint la´tjuk, ezek ko¨zel a´llnak egyma´shoz, s ı´gy igazolja´k a haszna´lt Born ko¨zel´ıte´s
jogossa´ga´t.)
A mNS inverz mo´dszer alkalmaza´sa´val nyert V˜ e´s Vˆ potencia´l a 18. a´bra felso˝ ke´t re´sze´n
la´thato´. Ezek felelnek meg a globa´lis centra´lis potencia´lnak, e´s ro¨gto¨n mega´llap´ıthatjuk
ro´luk, hogy nem mutatnak WS alakot. Ehelyett, az 5-18 MeV ko¨zo¨tti magasabb energia´kra
viszonylag energiafu¨ggetlen, ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ potencia´lokat kaptunk, tasz´ıto´ to¨rzzsel.
Ezzel ellente´tben a´ll az alacsony energia´s (1-2 MeV) inverzio´ eredme´nye, amely viszonylag
hosszabb hato´ta´volsa´gu´ potencia´lt ad, vonzo´ origo´beli re´sszel. Mindezek magyara´zhato´k az
optikai potencia´lok jo´l ismert nem egye´rtelmu˝se´ge´vel, valamint a {nukleon+alfa-re´szecske}
rendszerben 1 MeV ko¨rnye´ke´n megfigyelt rezonancia´val. (A nem egye´rtelmu˝se´g a hamis
ko¨to¨tt a´llapotokkal kapcsolatos.) Megjegyzendo˝, hogy ha az itt tapaszalt origo´beli viselkede´s
a NS mo´dszer ma´r eml´ıtett hia´nyossa´ga´bo´l ered, a hato´ta´volsa´gban la´tott ku¨lo¨nbse´gnek
akkor is meg kell o˝rzo˝dnie ma´s (pl. CT) inverz mo´dszer alkalmaza´sa esete´n.
A 18. a´bra V˜ e´s Vˆ potencia´ljaibo´l a (205) ke´pletek alapja´n lesza´rmaztatott Vs.o.
spin-pa´lya ko¨lcso¨nhata´st la´thatjuk a 18. a´bra also´ re´sze´ben. Itt megszu˝nik az origo´beli
ke´tfe´le viselkede´s, e´s egye´rtelmu˝en tasz´ıto´ spin-pa´lya potencia´lt regisztra´lhatunk inverz
sza´mola´sunk eredme´nyeke´ppen kis ta´volsa´gokra. A kis energia´kra mutatott ku¨lo¨nbo¨zo˝se´g
pedig a spin-pa´lya potencia´l viszonylag ero˝sebb volta´ban mutatkozik meg.
O¨sszesse´ge´ben azonban elmondhato´, hogy a spin-pa´lya potencia´l jo´val gyenge´bb a
centra´lis potencia´lna´l.
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18. ta´bla´zat. Az optikai modell sza´mola´sbo´l kapott δ˜l e´s δˆl input
fa´zistola´sok (ld. szo¨veg). A 18. a´bra´n la´thato´ megfelelo˝ V˜ e´s Vˆ inverz
potencia´lokbo´l visszasza´molt fa´zistola´s e´rte´keket za´ro´jelben tu¨ntettem fel.
En(MeV) δˆ0 = δ˜0 δ˜1 δˆ1 δ˜2 δˆ2
1 2.707 0.702 0.386 0.0001 0.001
(2.696/2.663) (0.69) (0.395) (0.002) (0.002)
2 2.534 1.475 0.876 0.0011 0.001
(2.497/2.497) (1.451) (0.871) (0.0043) (0.007)
5 2.20 1.699 1.28 0.0089 0.0082
(2.230/2.234) (1.638) (1.265) (0.0067) (0.018)
10 1.87 1.62 1.34 0.038 0.034
(1.870/1.874) (1.6) (1.33) (0.034) (0.032)
15 1.655 1.47 1.22 0.077 0.068
(1.650/1.653) (1.45) (1.2) (0.082) (0.065)
18 1.55 1.38 1.14 0.102 0.087
(1.550/1.549) (1.36) (1.13) (0.103) (0.086)
4.2.4 π − π potencia´lok [T3/4]
Jelenlegi ra´cs kvantum kromodinamikai (QCD) sza´mola´sokbo´l az a ko¨vetkeztete´s vonhato´
le,39 hogy az I = 0 izo-skala´r π − π rendszer relat´ıv s-a´llapotban olyan effekt´ıv loka´lis
ko¨lcso¨nhata´si potencia´llal ı´rhato´ le, amely ne´ha´ny GeV ero˝sse´gu˝ e´s hato´ta´volsa´ga kisebb egy
fermine´l. Ez a potencia´l mind a ko¨to¨tt, mind a szo´ra´si a´llapota´t jellemzi a π−π rendszernek.
Fix-l esete´n to¨rte´nt ma´r kvantum inverz sza´mola´s a π−π rendszerre ne´zve, s ez a sza´mola´s
azt mutatta,40 hogy az s-hulla´mhoz tartozo´ izoskala´r π − π potencia´l valo´ban vonzo´ jellegu˝,
azonban ero˝sse´ge ne´ha´ny sza´z GeV, e´s a hato´ta´volsa´ga kisebb fe´l fermine´l.
Mivel mindke´t fenti sza´mola´s ko¨zel´ıte´seket e´s elme´leti egyszeru˝s´ıte´seket tartalmaz,
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18. a´bra. n-α szo´ra´shoz tartozo´ V˜ (felso˝ re´sz), Vˆ (ko¨ze´pso˝ re´sz) e´s
spin-pa´lya (also´ re´sz) inverz potencia´lok, amelyeket a 18. ta´bla´zatban
megadott input fa´zistola´s adatokbo´l kaptam.
e´rdemes ezen ’elemi’, ne´gy-kvark rendszer ko¨lcso¨nhata´sa´nak jellemzo˝iro˝l (te´rbeli kiterjede´s
e´s ero˝sse´g) tova´bbi informa´cio´t szerezni fu¨ggetlen forra´sbo´l.
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Izo-skala´r (I = 0) π − π szo´ra´si adatokat Protopopescu e´s ta´rsai41 sza´rmaztattak le
k´ıse´rleti πN → ππN hata´skeresztmetszet adatokbo´l, az u´n. Chew-Low formula
σππ = lim
t→m2π
[
∂2σππN
∂t∂
√
s
π
α˜f 2π
p2(t−m2π)2
t
√
sk
]
(206)
alkalmaza´sa´val. Itt a nagyenergia´s fizika´ban szoka´sos jelo¨le´seket haszna´ltam, ahol c = h¯ = 1
az egyse´grendszer, e´s pl. az energia´t az u´n. invaria´ns to¨meg (
√
s = Mππ) jelo¨li, s ennek
ismerete´ben a hulla´msza´m a k =
√
s/4−m2π ke´pletbo˝l sza´molhato´. (t a rugalmas szo´ra´s
esete´n az impulzustranszfer ne´gyzete, fπ ≈ 93 MeV a pion bomla´si a´llando´ja, p a bejo¨vo˝
pion ne´gyesimpulzusa, α˜ pedig 1 vagy 2, a szo´ro´do´ pion e´s a nukleon to¨lte´sa´llapota´to´l
fu¨ggo˝en.41)
A sza´munkra fontos fa´zistola´s adatokat a
√
σππ ∝
∑
ℓ=0,2,..
(2ℓ+ 1)Pℓ
[
η0ℓ e
2iδ0
ℓ − 1
]
(207)
parcia´lis hulla´mu´ sorfejte´sbo˝l kapta´k Protopopescue´k, ahol la´tjuk, hogy a rendszer
szimmetria´ja miatt most is csak a pa´ros parcia´lis hulla´mok adnak ja´rule´kot (vo¨. 4.2.1
fejezet). Mivel viszonylag alacsony energia´ju´ (kaon ku¨szo¨b ko¨rnye´ki) adatokkal foglalkozunk,
amelyre az l = 4-es parcia´lis hulla´m ma´r ze´rus ja´rule´kot ad, keve´s k´ıse´rleti adat a´ll
rendelkeze´su¨nkre. Eze´rt, hogy az adatok sza´ma´t no¨velju¨k, ugyanu´gy ja´runk el, mint a
sze´n-sze´n u¨tko¨ze´s esete´n (ld. 4.2.1 fejezet), azaz interpola´lunk ke´t pa´ros l-hez tartozo´ adat
ko¨zo¨tt. Az ı´gy kiege´sz´ıtett fa´zistola´s (δI=0l ) e´s rugalmassa´g (η
I=0
l ) adatokat a 19. ta´bla´zat
tartalmazza.
A nagyfoku´ adathia´ny miatt gondosan kellett elja´rni az inverz sza´mola´s kiviteleze´se´ne´l.
A sza´mola´sban ha´romfe´le technika´t alkalmaztam, e´s az eredme´nyeket csak akkor fogadtam
el, ha legala´bb ke´t sza´mola´s a´ltal szolga´ltatott inverz potencia´l megegyezett. A ha´rom
technika a ko¨vetkezo˝ volt: (a) az eredeti NS mo´dszer, amely leheto˝se´get k´ına´lt egy folytonos
parame´ter (ld. α/r szingularita´s) megva´laszta´sa´ra; (b) a mNS mo´dszer, amelyben leheto˝se´g
volt a ku¨lso˝ suga´r r1 > r0 (e´s r2 = r1 + 0.05 fm) megva´laszta´sa´ra; (c) az interpola´lt
fa´zistola´sokkal kiege´sz´ıtett adatok inverta´la´sa (NS, ill. mNS mo´dszerrel). Terme´szetesen a
stabilita´si tesztet (α, ill. r1 fu¨ggetlense´ge´t) is mindig szem elo˝tt tartottam, ill. vizsga´ltam.
A ku¨szo¨b alatti o¨t energia e´rte´kre kapott ππ potencia´lokat a 19. a´bra´n la´thatjuk. A
potencia´lok valo´sak, e´s Coulomb-szeru˝ vonza´st mutatnak a pionok ko¨zo¨tti kis ta´volsa´gokra.
A potencia´lok ero˝sse´ge (nagysa´grendje) e´s hato´ta´volsa´ga teljesen hasonlo´ az l = 0 inverz
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19. ta´bla´zat. Izo-skala´r ππ szo´ra´sra vonatkozo´ k´ıse´rleti40 fa´zistola´sok [δ0ℓ
(fok)] e´s rugalmassa´gi te´nyezo˝k (η0ℓ ) ne´ha´ny invaria´ns to¨meg [Mππ (GeV)]
esete´n az l = 0, 2, 4, 6 parcia´lis hulla´mokban. Ne´ha´ny nemfizikai (interpola´lt)
e´rte´ket is feltu¨ntettem az l = 1, 3, 5 hulla´mok esete´n.
Mpipi δ
0
0
δ0
1
δ0
2
δ0
3
δ0
4
η0
0
η0
1
η0
2
η0
3
η0
4
0.55 43 0 0 1 1 1
0.625 56 0 0 1 1 1
0.795 81 0 0 1 1 1
0.85 88 1.6 0 1 1 1
0.91 99 4.4 0 1 1 1
0.965 134 8.9 0 1 0.99 1
1.0 194 12 0 0.39 0.94 1
1.075 215 27 0 0.48 0.78 1
1.150 208 60 44 20 0 0.57 0.35 0.94 1 1
sza´mola´s esete´n kapotthoz40 (jo´llehet ezek ma´s elme´letbo˝l sza´rmaznak, mint tudjuk). Ezen
fix-l inverz sza´mola´sokban viszont ro¨vid ta´volsa´gon (soft-core) tasz´ıta´st kaptak, ami sem
na´lunk, sem a ra´cs QCD sza´mola´sok esete´n39 nem jelentkezik.
KK¯ ku¨szo¨b feletti energia´kra vonatkozo´ fa´zistola´sok
√
s = 0.965 GeV-ne´l kezdo˝dnek a 19.
ta´bla´zatban. Igen e´rdekes megfigyelni, hogy ezen hata´r energia´ra, amely alig valamivel van
a KK¯ ku¨szo¨b felett, a fluxusnak a rugalmas csatorna´bo´l valo´ kia´ramla´sa az l = 2 parcia´lis
hulla´mban to¨rte´nik, e´s nem a centra´lis u¨tko¨ze´st jelento˝ s-hulla´mban. A ’rugalmatlansa´g’
me´rte´ke is igen cseke´ly, mindo¨ssze egy sza´zala´kos.
Ennek megfelelo˝en a 20. a´bra´n feltu¨ntetett KK¯ ku¨szo¨b feletti izo-skala´r π−π potencia´lok
ko¨zu¨l a
√
s = 0.965 GeV-hez tartozo´ me´g o˝rzi a rugalmas csatornabeli potencia´lok
fo˝bb jellegzetesse´geit (igen ro¨vid hato´ta´volsa´g, Coulomb-szeru˝ origo´beli viselkede´s), de a
magasabb energia´hoz tartozo´ potencia´lok gyo¨keresen elte´rnek etto˝l. Ezek kis ta´volsa´gokra
a´ltala´nos tasz´ıto´ jelleget mutatnak, mı´g ko¨zepes ta´volsa´gokon oszcilla´lnak. A tasz´ıto´
jelleget az l = 0 mellett elve´gzett fix-l inverz sza´mola´sban is megtala´lta´k40 (ott ku¨szo¨b
alatt is megmaradt, na´lunk eltu¨nt). Ugyancsak ezt a ko¨vetkeztete´st vonta´k le az adatok
fenomenolo´gikus u´jra-analiza´la´sa42 uta´n is.
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19. a´bra. Izo-skala´r ππ potencia´lok a KK¯ ku¨szo¨b alatti ne´ha´ny energia
e´rte´kre.
Jo´llehet az oszcilla´cio´ eredhet az adathia´nybo´l is, mindenesetre az la´tszik, hogy a
ku¨szo¨b feletti energia´kra a pion-pion rendszer sokkal laza´bb, ta´gabb, mint a ku¨szo¨b
alattiakra. Terme´szetesen, a bemutatott potencia´lok reproduka´lja´k a ta´bla´zatban ko¨zo¨lt
input adatokat. E´rdekes, hogy a ku¨szo¨b alatti, kevesebb adattal ve´gzett inverz sza´mola´s
stabilabbnak mutatkozott, mint a ku¨szo¨b feletti, le´nyegesen to¨bb informa´cio´val ve´gzett
sza´mola´s. Mindez az r1 ku¨lso˝ suga´r technikai parame´ter szu˝kebb tartoma´nyban to¨rte´no˝
va´laszta´si leheto˝se´ge´ben nyilva´nult meg.
O¨sszefoglala´ske´ppen elmondhato´, hogy a mNS fix-energia´s kvantum inverz szo´ra´s mo´dszer
alkalmazhato´ izo-skala´r ππ fa´zistola´s adatokra abbo´l a ce´lbo´l, hogy pion-pion ko¨lcso¨nhata´sok
terme´szete´t tanulma´nyozzuk a koordina´ta te´rben. Az izo-skala´r ππ potencia´lok ero˝s energia
fu¨gge´st mutatnak. KK¯ keletkeze´si ku¨szo¨benergia alatt hato´ta´volsa´guk igen ro¨vid, kisebb
0.2 fm-ne´l. Ugyanakkor ebben a kis koordina´ta tartoma´nyban nagyon ero˝s, Coulomb jellegu˝
vonza´st gyakorolnak egyma´sra a pionok, e´s ez a vonza´s ne´ha´ny sza´z GeV-nyi potencia´l-
ero˝sse´gben nyilva´nul meg. KK¯ ku¨szo¨b felett a potencia´lok komplexsze´ e´s kiterjedtebbe´
va´lnak, kis ta´volsa´gon tasz´ıta´st, ko¨zepes ta´volsa´gon (0.1 < r < 0.3 fm ko¨zo¨tt) oszcilla´cio´t
produka´lva.
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20. a´bra. Izo-skala´r ππ potencia´lok ne´ha´ny, KK¯ keletkeze´si ko¨szo¨b feletti
energia´n.
4.2.5 Elektron-atom potencia´lok [T3/5,6]
A mo´dos´ıtott NS inverz mo´dszer terme´szetesen alkalmazhato´ atomfizikai u¨tko¨ze´sek
anal´ızise´re is. Ebben az alfejezetben elektron-atom szo´ra´si potencia´lok fa´zistola´s adatokbo´l
to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´val foglalkozunk, valamint, mivel az atomokat a szo´ro´do´ elektron
(to¨lte´se folyta´n) polariza´lja, kifejlesztu¨nk egy mo´dszert a hosszu´hato´ta´volsa´gu´ (α/2r4)
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polariza´cio´s potencia´lbo´l sza´rmazo´ polariza´cio´s fa´zistola´sok kezele´se´re is.
4.2.5.1 e-argon atom potencia´l
A 20. ta´bla´zat ma´sodik oszlopa´ban soroltam fel Williams e´s ta´rsai43 a´ltal E = 12 eV
szo´ra´si energia´n me´rt e-Ar fa´zistola´s adatokat (δexpl ). Ezen adatok mNS mo´dszerrel to¨rte´no˝
inverta´la´sa´nak eredme´nye a 21. a´bra´n la´thato´. Az ebbo˝l visszasza´molt fa´zistola´sok (δcalcl ),
valamint ezek elte´re´se (∆δl) az eredetiekto˝l a 21. ta´bla´zat 3. e´s 4. oszlopa´ban tala´lhato´k.
20. ta´bla´zat. Ar atomon szo´ro´do´ elektronok k´ıse´rleti input fa´zistola´sai
δexpl , amelyeket E =12 eV energia´n me´rtek.
43 δcalcl fa´zistola´sok, amelyeket a
20. a´bra´n la´thato´ potencia´lbo´l sza´moltam vissza. Input/output fa´zistola´sok
ko¨zo¨tti ku¨lo¨nbse´g, ∆δl.
l δexpl δ
calc
l ∆ δl
0 -1.2180 -1.2559 0.0379
1 -0.6260 -0.6677 0.0417
2 1.1910 1.1399 0.0511
3 0.1180 0.1128 0.0052
4 0.0440 -0.0099 0.0539
5 0.0235 -0.0094 0.0339
6 0.0140 -0.0025 0.0165
7 0.0090 -0.0004 0.0094
8 0.0061 -0.0001 0.0062
9 0.0044 0.0000 0.0044
10 0.0032 0.0000 0.0032
11 0.0024 0.0000 0.0024
12 0.0018 0.0000 0.0018
A 21. a´bra´bo´l mega´llap´ıthatjuk, hogy az elektronok argon-atomokon to¨rte´no˝ szo´ra´sa´t
olyan modell-fu¨ggetlen potencia´l ı´rja le 12 eV szo´ra´si energia esete´n, ami kis ta´volsa´gokon
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21. a´bra. A 20. ta´bla´zatban tala´lhato´ k´ıse´rleti e− Ar fa´zistola´s adatokbo´l
nyert mNS inverz potencia´l E = 12 eV szo´ra´si energia´n.
tasz´ıto´ to¨rzs jelenle´te´t mutatja [T3/5]. Ez meglepo˝nek tu˝nhet,44 hiszen a szo´ro´do´ elektron e´s
a pozit´ıv magto¨lte´s ko¨zo¨tt vonzo´ Coulomb ko¨lcso¨nhata´snak kellene mutatkozni.
A pozit´ıv tasz´ıto´ to¨rzs megjelene´se´t a kicsere´lo˝de´si effektussal magyara´zhatjuk. Ez
ugyanis nemloka´lis potencia´lra vezet, e´s kora´bban ma´r la´ttuk az 2. fejezetben, hogy
nemloka´lis potencia´l lokaliza´cio´ja tasz´ıta´st eredme´nyezhet kis ta´volsa´gon (ld. 4. a´bra).
Azonban, tekintettel a NS mo´dszer origo´beli (hamis) szingularita´sa´ra, valamint arra, hogy
az inverz mo´dszer sokszor instabil numerikusan (azaz, e´rze´keny a technikai parame´terek
va´laszta´sa´ra), meg kell vizsga´lni azt is, hogy i) ke´pes-e a mNS mo´dszer ismert (a´rnye´kolt)
Coulomb vonzo´ potencia´lbo´l sza´rmazo´ fa´zistola´sokat felhaszna´lva, helyesen visszaadni a
potencia´l origo´beli viselkede´se´t; ii) a tasz´ıto´ to¨rzs jelenle´te az e-Ar potencia´lban nem
eredhet-e az l > 12 fa´zistola´sok elhanyagola´sa´bo´l (vo¨. a 20. ta´bla´zatbeli δexp12 viszonylag
nagy e´rte´ke´vel). Ez uto´bbi ke´rde´s tiszta´za´sa´hoz ki kell fejleszteni a polariza´cio´san
korriga´lt fa´zistola´sok elme´lete´t, mert ezen elme´let felhaszna´la´sa´val kaphatunk keve´s sza´mu´,
polariza´cio´san korriga´lt fa´zistola´st, amit ma´r nagyobb biztonsa´ggal inverta´lhatunk. Az elo˝zo˝
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ke´rde´s tiszta´za´sa´hoz pedig meg kell vizsga´lni egy ismert, a´rnye´kolt Coulomb potencia´lbo´l
sza´rmazo´ fa´zistola´sok inverzio´ja´nak az eredme´nye´t az origo´beli viselkede´sre vonatkozo´an.
E ke´t vizsga´latot a ko¨vetkezo˝ alfejezetben ve´gezzu¨k el, szintetikus (ismert modell
potencia´lbo´l sza´rmazo´) adatok felhaszna´la´sa´val.
4.2.5.2 Szintetikus e-atom fa´zistola´sok inverta´la´sa.
Tekintsu¨k a
V SR(r) = −(1 + 1/r)e−2r/2− e−r/4− i(e−4r/8 + e−6r) (208a)
ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ potencia´lt, amelyet elektron−H-atom u¨tko¨ze´s vizsga´lata´ra vezetett be
Staszewska.45 A potencia´l elso˝ ke´t tagja a sztatikus e-H u¨tko¨ze´st ı´rja le (ld. 3.2.1. fejezet), a
harmadik egy ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ korrekcio´t ad, a ke´t utolso´ tag pedig gerjeszte´si folyamatok
beko¨vetkezte´t teszi leheto˝ve´.
A fenti potencia´l E = 13.6 eV energia´n szolga´ltatott fa´zistola´sai a 21. ta´bla´zat ma´sodik
e´s harmadik oszlopa´ban tala´lhato´k (Re δinl e´s |Sl|in), az ebbo˝l a mNS inverz mo´dszerrel
kapott potencia´lt a 22. a´bra´n la´thatjuk. E potencia´l vonalvastagsa´gon belu¨l megegyezik a
kiindula´si potencia´llal, amit a 21. ta´bla´zatban feltu¨ntetett, visszasza´molt fa´zistola´sok (Re
δoutl , |Sl|out) e´s ezek eredetito˝l valo´ elte´re´se´nek (∆Re δl, ∆|Sl| ) cseke´ly volta is igazol.
Amint la´tjuk, a 22. a´bra bizony´ıtja, hogy a mNS inverz elja´ra´s ke´pes jo´l reproduka´lni
a potenca´lban esetlegesen megle´vo˝ r−1 vonzo´ szingularita´st. (A fenti sza´mola´sban haszna´lt
technikai parame´terek a ko¨vetkezo˝k voltak: N = 3, ρi = 10, 11, 12, lmax = 12.)
Ko¨vetkezo˝ le´pe´ske´nt megvizsga´lhatjuk, mennyire e´rze´keny a mNS elja´ra´s az r−4-es
hosszu´hato´ta´volsa´gu´ potencia´lbo´l ado´do´ polariza´cio´s fa´zistola´sok elhanyagola´sa´ra, amit
az elo˝zo˝ e-Ar inverz potencia´l meghata´roza´sa´na´l ’elko¨vettu¨nk’ (ld. a 20. ta´bla´zatban
a lmax = 12-es fa´zistola´s viszonylag nagy, 0.0018 e´rte´ke´t). Azaz megvizsga´ljuk, hogy
ezek elhagya´sa´val, vagy figyelembeve´tele´vel az origo´beli viselkede´sre hasonlo´, vagy
elte´ro˝ potencia´l-menetet kapunk-e, mint egy ismert, hosszu´hato´ta´volsa´gu´ aszimptotika´val
rendelkezo˝ modell potencia´l.
Tekintsu¨k eze´rt a
V LR(r) = −e−2r/2r − 1/2
(r2 + 0.474)2
− i(e−3r/2 − e−2r)/2r (208b)
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21. ta´bla´zat. A (208a) alatti potencia´lhoz E = 13.6 eV szo´ra´si energia´n
tartozo´ fa´zistola´sok valo´s re´sze, Re δl, e´s az abszorpcio´s egyu¨tthato´k |Sl|
(input), e´s ugyanezen adatok, amelyeket a 22. a´bra´n bemutatott inverz
potencia´l ad (output). Az input e´s output mennyise´gek ko¨zti elte´re´st az
utolso´ ke´t oszlop mutatja.
l Re δinl |Sl|in Re δoutl |Sl|out ∆Re δl ∆|Sl|
0 0.5904 0.9134 0.5876 0.9148 0.0028 -0.0014
1 0.1602 0.9967 0.1589 0.9967 0.0013 0.0000
2 0.0553 0.9999 0.0547 0.9987 0.0006 0.0001
3 0.0213 1.0000 0.0206 0.9999 0.0007 0.0001
4 0.0085 1.0000 0.0068 0.9999 0.0017 0.0001
5 0.0035 1.0000 0.0018 1.0000 0.0017 0.0000
6 0.0014 1.0000 0.0004 1.0000 0.0010 0.0000
7 0.0006 1.0000 0.0001 1.0000 0.0005 0.0000
hosszu´hato´ta´volsa´gu´ ko¨lcso¨nhata´st, amely rendelkezik egy α = f 2 = 1 au ero˝sse´gu˝
(viszonylag gyenge) polariza´cio´s re´sszel. Megjegyzendo˝, hogy ez a potencia´l (egy kisse´
mo´dos´ıtott alakban) szinte´n alkalmaza´st nyert Staszewska munka´ja´ban.45 E potencia´l
ugyanis az e-atom szo´ra´si potencia´lok o¨sszes jellegzetesse´ge´vel rendelkezik; vonzo´, a´rnye´kolt
Coulomb re´sze van 0 < r < r0 ∼ 0.5 au tartoma´nyban, rendelkezik hosszu´hato´ta´volsa´gu´
polariza´cio´s re´sszel r >
√
0.5 au ta´volsa´gokra, amely a sztatikus elektromos dipol
ko¨lcso¨nhata´st ı´rja le az atom e´s az elektron ko¨zo¨tt, valamint egy ro¨vidhato´ta´volsa´gu´
abszorpcio´s re´sze is van, amely a rugalmatlan folyamatokat modellezi. [A fenti modell
potencia´l ma´sodik tagja, az elektromos dipol ko¨lcso¨nhata´sbo´l sza´rmazo´ tag, az u´n.
Buckingham potencia´l 6 e´s az ebben szereplo˝ d2 = 0.474 (au2) jellemzi a polariza´cio´s effektus
6Megjegyzendo˝, hogy ezen sztatikus dipol polariza´cio´s potencia´l jelenle´te´vel
magyara´zhato´ az u´n. Ramsauer-Townsend jelense´g, azaz a nemesga´zok kis energia´ju´
elektronokkal to¨rte´no˝ besuga´rza´sra valo´ a´tla´tszo´sa´ga.
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22. a´bra. A (208a) alatti V (SR)(r) ro¨vidhato´ta´volsa´gu´ (a´rnye´kolt)
Coulomb potencia´l a´ltal genera´lt fa´zistola´sokbo´l sza´molt inverz potencia´l
valo´s (folyamatos vonal) e´s imagina´rius (pontozott vonal) re´sze.
hato´sugara´t, ami az atomi hulla´mfu¨ggve´nybo˝l meghata´rozhato´. A d =
√
0.474 (au) e´rte´k
e´ppen az Ar atomra sza´mı´tott e´rte´k.]
A (208b) alatti V LR potencia´lbo´l ke´tfe´le mo´dszerrel fogunk sza´molni fa´zistola´sokat
E = 4.5 au = 122.4 eV (k = 3 au) szo´ra´si energia (hulla´msza´m) mellett. Egyik esetben
a ku¨lso˝ illeszto˝ sugarat r > r0 au ta´volsa´gra vesszu¨k fel, ahol V
LR(r > r0) < 5.10
−5 au
ı´gy alkalmazhatjuk a (161) alatti aszimptotikus megolda´st az ηl = δ
tot
l teljes fa´zistola´sok
meghata´roza´sa´ra az l = 0 − 29 (∼ kr0) parcia´lis hulla´mokban. Ma´sik esetben az illeszto˝
sugarat a polariza´co´s tartoma´nyhoz ko¨zelebb, r0 = 2 au e´rte´ku˝re va´lasztjuk, ahol a
polariza´cio´s potencia´l me´g e´rezheto˝ ja´rule´kot ad, de a potencia´l to¨bbi re´sze ma´r relative
kicsi. Ekkor a polariza´cio´val korriga´lt fa´zistola´s elja´ra´s haszna´lata´val [azaz a (181) alatti
aszimptotikus megolda´s alkalmaza´sa´val] ele´rheto˝, hogy sokkal kevesebb fa´zistola´st (pe´lda´nk
esete´ben csak az l = 0 − 8 ∼ kr0 ko¨zo¨ttieket) kell majd inverta´lni, mint kora´bban.
Ha´tra´ny abban jelentkezik, hogy ne´mely esetben me´g valo´s teljes potencia´l esete´n is komplex
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fa´zisokkal kell dolgoznunk, mert a polariza´cio´s fa´zisokat a
sin 2ηpl (k, f) = (−1)l+1[∆l(kf)− 1], (209)
ke´pletbo˝l sza´molhatjuk, amely csak akkor ad valo´s ηpl (k, f) polaria´cio´s fa´zistola´st, ha
0 < ∆l < 2. (Itt ∆l(kf), az u´n. Hill determina´ns, sza´mola´sa rekurzio´s rela´cio´val to¨rte´nik,
ld. [T3/5-6] Appendix.)
Explicit sza´mola´ssal meg lehetett hata´rozni, hogy az ηpl polariza´cio´s fa´zis akkor valo´s,
ha az l = 0, 1, 2, 3, 4... parcia´lis hulla´mokban rendre teljesu¨l a ko¨vetkezo˝ egyenlo˝tlense´g:
kf > 0.69, 1.67, 3.25, 5.76, 9.10, .... Alacsony szo´ra´si energia´n (vagy magas parcia´lis hulla´m
esete´n) a (209) alatti egyenlet az
ηpl ≈ π(kf)2/(2l + 3)(2l + 1)(2l − 1) (210)
egyszeru˝ ke´pletbe megy a´t, ami a jo´l ismert effekt´ıv hato´ta´volsa´g elme´let szolga´ltatta
eredme´ny.46
E´rdekes te´ny, e´s jo´ sza´mola´si elleno˝rze´si leheto˝se´get k´ına´l az, hogy amennyiben a teljes
potencia´l valo´s, de az energia e´s impulzusmomentum viszonyok olyanok, hogy a polariza´cio´s
fa´zistola´s komplex, akkor a polariza´cio´san korriga´lt fa´zistola´s e´s a polariza´cio´s fa´zistola´s
imagina´rius re´sze ko¨zo¨tt fenn kell a´lljon az
Im δl = −Im ηpl (211)
rela´cio´.
Mivel az ηpl polariza´cio´s fa´zistola´sok egyszeru˝en sza´molhato´k (210)-bo˝l, a polariza´cio´san
korriga´lt δl fa´zistola´sok pedig a a bonyolult polariza´cio´s (Matthieu) fu¨ggve´nyeket tartalmazo´
(181) alatti aszimptotikus alak seg´ıtse´ge´vel hata´rozhato´k meg, a (211) alatti felte´tel
teljesu¨le´se jo´ elleno˝rze´si leheto˝se´get k´ına´l a bonyolult polariza´cio´s fu¨ggve´nyek sza´mola´sa´nak
helyesse´ge´t, programoza´sa´t illeto˝en.[T3/5-6]
Ezek uta´n tekintsu¨k a 22. ta´bla´zatot, ahol felsoroltam a δtotl teljes e´s a δ
in
l polariza´cio´san
korriga´lt (input) fa´zistola´sokat, amiket az inverz sza´mola´shoz felhaszna´ltam. Feltu¨ntettem
a δinl fa´zisok inverta´la´sa´bo´l nyert potencia´lbo´l visszasza´molt δ
out
l (output) fa´zistola´sokat,
e´s ezeknek az eredetito˝l valo´ elte´re´seit is. La´thatjuk, hogy mı´g δtotl haszna´lat esete´n
30 fa´zistola´st kell inverta´lnunk, addig a polariza´cio´san korriga´lt fa´zisok ismerete´ben csak
kilencet. (Megjegyzendo˝, hogy l = 0, 1-re ηpl komplex, mert kf = 3.)
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22. ta´bla´zat. (208b) alatti hosszu´hato´ta´volsa´gu´ polariza´cio´s potencia´l
a´ltal genera´lt fa´zisola´sok E=4.5 au energia´n. Teljes fa´zistola´sok Re δtotl e´s
Im δtotl . Polariza´cio´san-korriga´lt fa´zistola´sok, Re δ
in
l e´s Im δ
in
l . Mindke´t
sorozat inverz sza´mola´s inputjake´nt szolga´l, e´s az eredme´nyek a 23. a´bra´n
la´thato´k. Polariza´cio´san-korriga´lt output fa´zistola´sok (δoutl ), amik a 23. a´bra
szaggatott vonallal jelzett potencia´lja´bo´l lettek visszasza´molva. ∆l jelenti az
input/output fa´zistola´sok ko¨zti ku¨lo¨nbse´get.
l Re δtotl Im δ
tot
l Re δ
in
l Im δ
in
l Re δ
out
l Im δ
out
l Re ∆l Im ∆l
0 0.5493 0.0410 1.3522 -1.6500 1.3520 -1.6500 0.0002 0.0000
1 0.2916 0.0348 -0.4494 0.4915 -0.4494 0.4913 0.0000 0.0002
2 0.1364 0.0219 -0.2647 0.0227 -0.2647 0.0226 0.0000 0.0001
3 0.0673 0.0136 0.0072 0.0119 0.0072 0.0118 0.0000 0.0001
4 0.0359 0.0083 0.0539 0.0059 0.0538 0.0056 0.0001 0.0003
5 0.0207 0.0051 0.0285 0.0020 0.0284 0.0018 0.0001 0.0002
6 0.0127 0.0031 0.0094 0.0005 0.0094 0.0004 0.0000 0.0001
7 0.0083 0.0019 0.0027 0.0001 0.0027 0.0001 0.0000 0.0000
8 0.0057 0.0011 0.0008 0.0000 0.0008 0.0000 0.0000 0.0000
9 0.0041 0.0007
19 0.0005 0.0000
29 0.0001 0.0000
A 23. a´bra folytonos go¨rbe´i mutatja´k annak az inverz sza´mola´snak az eredme´nye´t,
amelyet a 30 db teljes fa´zistola´ssal kaptam. A szaggatott vonallal jelzett, inverz
potencia´lokat pedig a 22. ta´bla´zatban felsorolt 9 db polariza´cio´s fa´zistola´s felhaszna´la´sa´val
kaptam. Mint la´thato´, a ke´tfe´le sza´mola´s gyakorlatilag azonos eredme´nyt szolga´ltatott,
amint annak lennie is kellett, holott sza´me´rte´kre teljesen ma´s fa´zistola´sokon alapultak. (A
technikai parame´terek is ma´sok: lmax = 29, r0 = 10 au, ρi = 35, 36, 37 a teljes fa´zistola´s
haszna´lata esete´n, e´s lmax = 8, r0 = 2 au, ρi = 7, 7.5, 8.) Az u´j mo´dszerrel kapott
potencia´lbo´l nyert fa´zistola´sok szinte´n csaknem azonosak az inverzio´hoz felhaszna´ltakkal,
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amint az a 22. ta´bla´zat utolso´ ke´t oszlopa´ban la´thato´.
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23. a´bra. Hosszu´hato´ta´volsa´gu´ polariza´cio´s potencia´l E=4.5 au energa´n
lesza´rmaztatott adatokbo´l. Folytonos vonal jelo¨li a 22. ta´bla´zatban
tala´lhato´ 2× 30 fa´zistola´sbo´l sza´molt inverz potencia´lt, szaggatott a 2× 9
δinl polariza´cio´san korriga´ltbo´l nyert potencia´lt.
Ez az eredme´ny ba´tor´ıta´st adhat a polariza´cio´san korriga´lt fa´zistola´sok ma´s tetu¨leten
(pl. fa´zistola´s anal´ızis) valo´ felhaszna´la´sa´hoz. Mindenesetre e´rdemesnek la´tszik kora´bbi
e-Ar sza´mola´sunkat megisme´telni polariza´cio´s fa´zistola´sok haszna´lata´val is. I´gy ugyanis
meggyo˝zo˝dhetu¨nk arro´l, hogy az ott tapasztalt tasz´ıto´ to¨rzs nem valamilyen, az inverz
sza´mola´sban megbu´vo´ mesterse´ges (numerikus) terme´k (vo¨. mNS mo´dszer origo´beli
szingularita´sa).
4.2.5.3 e-argon atom potencia´l polariza´cio´s fa´zisok figyelembeve´tele´vel
Ezek uta´n elve´gezzu¨k az e-Ar kora´bbi inverzio´ja´t polariza´ltan korriga´lt fa´zistola´sokkal is.
A mNS mo´dszert fogjuk alkalmazni az elo˝zo˝ fejezetben kipro´ba´lt elja´ra´ssal. Az argon atom
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polariza´lhato´sa´ga f 2 = α = 11.07 au. Ezt a parame´tert haszna´ljuk arra, hogy kisza´mı´tsuk
az ηpl polariza´cio´s fa´zistola´sokat, (209)-bo˝l az l ≤ 3, (210)-bo˝l az l ≥ 4 parcia´lis hulla´mokra.
23. ta´bla´zat. Elektron Ar-atom szo´ra´si lesza´rmaztatott k´ıse´rleti teljes
fa´zistola´sok, δexpl , E =12 eV energia´n.
44 A megfelelo˝ polariza´cio´ fa´zistola´sok
ηpl , e´s input polariza´cio´san korriga´lt fa´zistola´sok δ
in
l = δ
exp
l − ηpl . A 24.
a´bra´n bemutatott inverz potencia´lbo´l (szaggatott vonal) visszasza´molt δoutl
fa´zistola´sok az utolso´ ke´t oszlopban tala´lhato´k.
l δexpl Re η
p
l Im η
p
l Re δ
in
l Im δ
in
l Re δ
out
l Im δ
out
l
0 -1.2180 -0.7854 1.7350 -0.4326 -1.7350 -0.4047 -1.7427
1 -0.6260 0.7854 -0.6757 -1.4114 0.6757 -1.3956 0.6618
2 1.1910 0.5578 0.0000 0.6332 0.0000 0.6288 0.0035
3 0.1180 0.1081 0.0000 -0.0099 0.0000 0.0722 -0.0005
4 0.0441 0.0453 0.0000 -0.0012 0.0000 0.0316 0.0028
5 0.0237 0.0248 0.0000 -0.0003 0.0000 0.0158 0.0009
10 0.0032 0.0032 0.0000
20 0.0004 0.0004 0.0000
30 0.0001 0.0001 0.0000
A 23. ta´bla´zat ma´sodik oszlopa tartalmazza a Williams e´s ta´rsai a´ltal me´rt43 teljes δexpl
fa´zistola´sokat, a ko¨vetkezo˝ ke´t oszlopban tu¨ntettem fel a sza´mı´tott ηpl polariza´cio´s fa´zisokat,
amelyekbo˝l az elso˝ ke´t parcia´lis hulla´mra komplex e´rte´k ado´dott (mert kf = 0.94 × 3.3 =
3.1). A ko¨vetkezo˝ ke´t oszlopban az inverz sza´mola´shoz inputke´nt felhaszna´lt polariza´cio´san
korriga´lt δinl = δ
exp
l − ηpl (komplex) fa´zisok vannak felsorolva, mı´g a 24. a´bra´n la´thato´ inverz
potencia´lbo´l (szaggatott vonal) visszasza´molt fa´zistola´sokat tartalmazza az utolso´ ke´t oszlop
(δoutl ).
A 24. a´bra mutatja a ke´tfe´le mo´dszerrel sza´molt e´s az E=12 eV szo´ra´si energia´hoz
tartozo´ e-Ar inverz potencia´lt. A folytonos vonal a 22. a´bra´n ma´r bemutatott eredme´ny,
a szaggatott vonal a polariza´cio´san korriga´lt fa´zistola´sokkal ve´gzett sza´mola´s eredme´nye.
A ke´tfe´le potencia´l ele´g jo´l egyezik, ku¨lo¨no¨sen a kis e´s nagy ta´volsa´gokra. A sza´mola´s
megb´ızhato´sa´ga´t megero˝s´ıti az inverz potencia´l ze´rusnak sza´molt imagina´rius re´sze, jo´llehet
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komplex bemeno˝ fa´zisokat haszna´ltam az inverz elja´ra´sban. Ennek ı´gy is kell lennie, mivel
a teljes fa´zistola´sok valo´sak, hiszen E=12 eV esete´n az argon gerjeszte´si ku¨szo¨b alatti
energia´n vagyunk. (Az elhanyagolhato´ me´rte´ku˝ Im V jelenle´te a polariza´cio´s fu¨ggve´nyek
sza´mola´sa´ban jelentkezo˝ numerikus instabilita´sbo´l ered.)
A 24. a´bra´n bemutatott e-Ar potencia´lnak van egy vonzo´ re´sze, amely r ≈ 1.2 au
ta´volsa´gon ko¨ru¨lbelu¨l −2.8 au minimum e´rte´kkel rendelkezik. Kisebb ta´volsa´gra a potencia´l
tasz´ıto´ jellegu˝ve´ va´lik, ami a Pauli-elv manifeszta´cio´jake´nt interpreta´lhato´. Ez a struktu´ra
igen stabil a potencia´lban, e´rze´ketlen a technikai parame´terek va´ltoztata´sa´val szemben, amik
jelen esetben a ko¨vetkezo˝k voltak: r0 = 5.3 au, ρi = 5.5, 6.2, 6.9, 7.6, lmax = 5 (szaggatott
vonal), e´s r0 = 10 au, ρi = 25, 26, 27, lmax = 21 (folytonos vonal).
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24. a´bra. e-Ar inverz potencia´lok 12 eV szo´ra´si energia´n.
A kora´bbi e´s a mostani sza´mola´sbo´l teha´t mega´llap´ıthatjuk, hogy a tasz´ıto´
to¨rzs jelenle´te a szo´ra´st okozo´ potencia´lban megero˝s´ıte´st nyert. Ez a struktu´ra
teha´t nem a polariza´cio´s fu¨ggve´nyek nem kello˝ke´ppen valo´ ta´rgyala´sa´nak mesterse´ges
ko¨vetkezme´nye, hanem valo´ban jelen van az e-Ar atom ko¨cso¨nhata´sban E=12 eV szo´ra´si
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energia´n, mint a kicsere´lo˝de´si ko¨lcso¨nhata´s meglepo˝ megnyilva´nula´sa. Megjegyzendo˝
me´g, hogy eredme´nyu¨nket felfoghatjuk u´gy is, mint direkt k´ıse´rleti (modell-fu¨ggetlen)
megero˝s´ıte´se egy pszeudopotencia´los elme´letnek,47 amellyel nagyon hasonlo´ potencia´lt
kaptak s−, p−, d−hulla´mu´ elektron-atom szo´ra´sra vonatkozo´lag.
4.2.6 Csatolt csatorna´s mNS inverz mo´dszer fejleszte´se [T3/7-9]
A fix energia´s inverz szo´ra´selme´let alapveto˝en egy-csatorna´s potencia´l szo´ra´sra lett
kifejlesztve. Ez, mint az eddigiekben la´ttuk, leheto˝ve´ teszi pe´lda´ul modell-fu¨ggetlen komplex
effekt´ıv optikai potencia´l meghata´roza´sa´t, amelyre direkt mo´dszerek alkalmaza´sa´val gondolni
sem lehetett. Ugyanakkor tudjuk azt, hogy a valo´di potencia´lok hermitikusak. Rugalmatlan
szo´ra´si, vagy reakcio´ ku¨szo¨b feletti energia´kra ezen potencia´lok meghata´roza´sa´hoz csatolt
csatorna´s inverz mo´dszerre lenne szu¨kse´g. Fix energia´s inverzio´ esete´n azonban az elme´let
sok-csatorna´s kiterjeszte´se nem trivia´lis feladat. Ennek oka az, hogy az elme´let a jelenlegi
megfogalmaza´sban csak impulzusmomentumto´l fu¨ggetlen potencia´lok lesza´rmaztata´sa´ra
ke´pes. Gerjeszte´seket, vagy a´trendezo˝de´ses reakcio´kat okozo´ potencia´lok azonban a´ltala´ban
fu¨ggenek a ku¨lo¨nbo¨zo˝ impulzusmomentum kvantumsza´mokto´l, ı´gy pe´lda´ul a csatorna-
spinto˝l, a relat´ıv e´s teljes impulzusmomentum kvantumsza´m ku¨lo¨nbo¨zo˝ kombina´cio´ito´l,
valamint a potencia´l multipol kifejte´se´bo˝l sza´rmazo´ impulzusmomentum kvantumsza´mto´l.
Ebben a fejezetben elso˝ le´pe´ske´nt eze´rt az egy-csatorna´s elme´let olyan to¨bb-csatorna´s
va´ltozata´nak adom meg a formalizmusa´t [T3/7], amelyben a sok-csatorna´s potencia´l
monopol a´tmeneteket induka´lhat to¨lto¨tt re´szecske´k szo´ro´da´sa esete´n. Ke´so˝bb az elme´letet
kiterjesztem transzfer reakcio´k esete´re [T3/8], valamint dipol e´s kvadrupol a´tmenetekre
[T3/9] is. Ez uto´bbi elme´letek mu˝ko¨de´se´t modell pe´lda´kon tesztelem, mivel valo´s alkalmaza´s
a k´ıse´rleti adatok hia´nyos volta miatt egyelo˝re va´rat maga´ra.
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4.2.6.1 Csatolt csatorna´s mNS formalizmus monopol a´tmentre to¨ltetlen e´s to¨lto¨tt re´szecske´k
esete´n
Tekintsu¨k a
H = T (r) + h(ξ) +W (r, ξ) (212)
Hamilton opera´tort, ahol T a relat´ıv kinetikus energia opera´tort e´s h a szo´ro´do´ partner-
re´szecske´k belso˝ Hamilton opera´tora. A W ko¨lcso¨nhata´si opera´tor az r relat´ıv radia´lis
koordina´ta´to´l e´s a ξ belso˝ koordina´ta´kto´l fu¨gg. Ezzel a Hamilton opera´torral csak monopol
a´tmenetek ı´rhato´k le. Ekkor a rendszer hulla´mfu¨ggve´nye faktoriza´lhato´:
Ψℓm =
(
N∑
α=1
Rℓα(r)χα(ξ)
)
Yℓm(θ, φ), (213)
ahol Rℓα(r) a radia´lis hulla´mfu¨ggve´ny, Yℓm a pa´lya mozga´st ı´rja le e´s χα(ξ) a belso˝ mozga´st
le´ıro´ saja´tfu¨ggve´ny:
h(ξ)χα(ξ) = εαχα(ξ), (214)
amelyhez az εα belso˝ gerjeszte´si saja´tenergia tartozik.
A HΨ = EΨ Schro¨dinger egyenletet e´s a Vαβ =< χα|W |χβ > potencia´l ma´trix jelo¨le´st
haszna´lva, kapjuk az ala´bbi csatolt egyenletrendszert (vo¨. a (10) e´s (59) alatti egyenletekkel):
[
− h¯
2
2µ
1
r
d2
dr2
r +
h¯2
2µ
ℓ(ℓ+ 1)
r2
+ εα −E
]
Rℓαn(r) +
N∑
β=1
Vαβ(r)R
ℓ
βn(r) = 0 (215)
a radia´lis hulla´mfu¨ggve´nyre. A csatorna´k teljes sza´ma´t N -nel jelo¨ltem, e´s a µ reduka´lt to¨meg
fu¨ggetlen az α csatorna indexto˝l mivel egyelo˝re nem tekintu¨nk transzfer reakcio´kat. A W
ko¨lcso¨nhata´s specia´lis va´laszta´sa miatt a V potencia´l matrix nem fu¨gg az ℓ pa´lyamozga´s
kvantumsza´mto´l, ami azt jelenti, hogy nem csatolja o¨ssze a pa´lya mozga´st a belso˝ mozga´ssal.
Mivel a (215) egyenlet N linea´ris homoge´n egyenletet jelent az Rℓαn radia´lis fu¨ggve´nyre,
amelyeket N komponensu˝ vektorke´nt ı´rhatunk fel:
Ψn(r) =
(
Rℓ1n(r), R
ℓ
2n(r), ..., R
ℓ
Nn(r)
)T
, n = 1, 2, ...N, (216)
ezek a megolda´sok az E teljes energia´ra ne´zve elfajultak: minden egyes α csatorna´hoz N
linea´risan fu¨ggetlen megolda´s tartozik. Eze´rt vezettu¨k be az elfajultsa´got jelzo˝ n indexet
(vo¨. (59) egyenletbeli jelo¨le´ssel).
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Ezen jelo¨le´sek bevezete´se uta´n most ma´r megfogalmazhato´ az inverz szo´ra´s proble´ma fix
energia´ra. Ez nem jelent ma´st mint a Vαβ(r) potencia´l matrixnak a radia´lis megolda´sok
aszimptotika´ja´bo´l to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´t. Ahhoz, hogy mega´llap´ıthassuk hogy ez az
aszimptotika a k´ıse´rletekbo˝l meghata´rozhato´ teljes S-matrix Sℓαβ (α, β = 1, 2, ..., N)
elemeito˝l mike´ppen fu¨gg, elso˝ le´pe´ske´nt ne´ha´ny kora´bbi jelo¨le´su¨nket a´ltala´nos´ıtjuk:
ρ = kr =
√
2µE
h¯2
r, ψℓαn(ρ) = ρR
ℓ
αn(r), Uαβ(ρ) =
Vαβ(r)
E
. (217)
Ekkor a´t´ırhatjuk a (215) alatti egyenletu¨nket a
N∑
β=1
DUαβ(ρ)ψ
ℓ
βn(ρ) = ℓ(ℓ+ 1)ψ
ℓ
αn(ρ) (218)
forma´ba, ahol bevezettu¨k a
DUαβ(ρ) = ρ
2
{[
d2
dρ2
+
Eα
E
]
δαβ − Uαβ(ρ)
}
, (219)
differencia´l opera´tor matrixot e´s az α csatorna energia´ja´t jellemzo˝ Eα = E − εα csatorna
energia´t.
Az inverz szo´ra´s proble´ma megolda´sa´nak elso˝ le´pe´se az, hogy va´lasztunk egy ismert,
referencia potencia´l matrixot, amely szimmetrikus: U0αβ(ρ) = U
0
βα(ρ). Az ehhez tartozo´
ψ0ℓαn(ρ) regula´ris megolda´sokat szinte´n ismerju¨k a
N∑
β=1
DU0αβ(ρ)ψ
0ℓ
βn(ρ) = ℓ(ℓ+ 1)ψ
0ℓ
αn(ρ) (220)
referencia Schro¨dinger egyenlet megolda´sake´nt, ahol
DU0αβ(ρ) = ρ
2
{[
d2
dρ2
+
Eα
E
]
δαβ − U0αβ(ρ)
}
(221)
a referencia differencia´l opera´tor matrixot jelenti.
Ezek uta´n, a ko¨vetkezo˝ defin´ıcio´val bevezetju¨k a KUU
0
transzforma´cio´s matrixot
ψℓαn(ρ) = ψ
0ℓ
αn(ρ)−
N∑
β=1
∫ ρ
0
dρ′
ρ′2
KUU0αβ (ρ, ρ
′)ψ0ℓβn(ρ
′), (222)
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amely az ismert referencia megolda´sokbo´l a´ll´ıtja elo˝ az ismeretlen potencia´l matrixhoz
tartozo´ regula´ris megolda´st. A fenti defin´ıcio´ a (144) alatti PL reprezenta´cio´ csatolt
csatorna´s a´ltala´nos´ıta´sa´nak foghato´ fel.
Ko¨nnyen megmutathato´, hogy a (222) alatti fu¨ggve´ny akkor lesz (218) regula´ris
megolda´sa, ha teljesu¨lnek a
N∑
β=1
DUαβ(ρ)K
UU0
βγ (ρ, ρ
′) =
N∑
β=1
DU0γβ(ρ
′)KUU0αβ (ρ, ρ
′) (223a)
parcia´lis differencia´l egyenletek a
KUU0αβ (ρ = 0, ρ
′) = 0, KUU0αβ (ρ, ρ
′ = 0) = 0, (223b)
hata´rfelte´telekkel, valamint, ha a potencia´l matrix a ko¨vetkezo˝ o¨sszefu¨gge´sben a´ll a
transzforma´cio´s kernellel:
Uαβ(ρ) = U
0
αβ(ρ)−
2
ρ
d
dρ
KUU0αβ (ρ, ρ)
ρ
. (224)
A NS-fe´le (151) alatti ansatz csatolt csatorna´kra to¨rte´no˝ a´ltala´nos´ıta´sa [T3/7] a
transzforma´cio´s kernelre a (152)-ho¨z hasonlo´ alakot szolga´ltatja:
KUU0αβ (ρ, ρ
′) =
∞∑
ℓ=0
N∑
n,n′=1
cℓnn′ψ
ℓ
αn(ρ)ψ
0ℓ
βn′(ρ
′), (225)
ahol a cℓnn′ elemek egyenlo˝re me´g ismeretlen egyu¨tthato´kat jelentenek. Visszahelyettes´ıtve
(225)-o¨t (222)-be, egyenletrendszert kapunk a cℓnn′ egyu¨tthato´ matrix meghata´roza´sa´ra,
ha ismerju¨k a ψℓαn hulla´mfu¨ggve´nyeket. Felte´telezve, hogy az Uαβ potencia´l matrix
ismert valamilyen ρ > ρ0 ta´volsa´gon tu´l, a ψ
ℓ
αn hulla´mfu¨ggve´ny kifejezheto˝ a me´re´sekkel
(hata´skeresztmetszetekkel) o¨sszefu¨ggo˝ S-matrix elemekkel.
To¨ltetlen re´szecske´k szo´ro´da´sa esete´n feltehetju¨k, hogy a potencia´l matrix egy bizonyos
ta´volsa´gon tu´l ze´rus: Uαβ(ρ > ρ0) = 0. Ekkor az U
0 referencia matrixra a legegyszeru˝bb
va´laszta´s a ze´rus: U0αβ(ρ) = 0. Ekkor a regula´ris referencia megolda´sok a ko¨vetkezo˝k:
ψ0ℓαn(ρ) = ρT
0ℓ
αn(ρ) := ρjℓ(kαρ)δαn (226)
ahol k2α = Eα/E e´s jℓ a szfe´rikus Bessel-fu¨ggve´ny.
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A ψ hulla´mfu¨ggve´ny a T ℓαn(ρ) degenera´lt megolda´sok szuperpoz´ıcio´jake´nt a´ll elo˝ az α-adik
csatorna´ban:
ψℓαn(ρ) =
N∑
n′=1
ρT ℓαn′(ρ)A
ℓ
n′n, (227)
ahol az Aℓn′n keverede´si (norma´la´si) egyu¨tthato´k egyelo˝re ismeretlenek.
A T ℓαn(ρ) degenera´lt megolda´sokat aszimptotikusan az S-matrix hata´rozza meg:
T ℓαn(ρ > ρ0) =
√
kα(δαnh
−
ℓ (kαρ)− Sℓαnh+ℓ (kαρ)), (228)
ahol h±ℓ a szfe´rikus Hankel fu¨ggve´nyeket jelo¨li.
(222)-bo˝l, (227), (228) e´s (225) haszna´lata´val kapjuk a csatolt csatorna´s proble´ma´ra
a´ltala´nos´ıtott RN egyenleteket:
N∑
n′=1

T ℓαn′(ρ)Aℓn′n +
ℓmax∑
ℓ′=0
T ℓ
′
αn′(ρ)b
ℓ′
n′nL
ℓ′ℓ
n (ρ)

 = T 0ℓαn(ρ), (229)
ahol
Lℓ
′ℓ
n (ρ) =
∫ ρ
0
jℓ(knρ
′)jℓ′(knρ
′)dρ′, bℓnn′ =
N∑
n′′=1
Aℓnn′′c
ℓ
n′′n′ (230)
e´s ℓmax egy energia´to´l fu¨ggo˝ hata´r impulzusmomentum kvantumsza´m, ami megszabja a
haszna´lt matrixok me´rete´t.
A (229) alatti egyenletben a T 0ℓ referencia megolda´s e´s az L matrix ismert. A T ℓ
megolda´sokat (228) szerint csak az aszimptotikus tartoma´nyban ismerju¨k, de ez elegendo˝
az A e´s b konstansok meghata´roza´sa´ra (ld. 4.1.1 fejezet). Ezek ismerete´ben viszont T ℓ
ba´rmely ρ pontban kisza´molhato´ (229) isme´telt haszna´lata´val, s ezen megolda´sokbo´l ϕ, K,
e´s ve´gu¨l U ke´pezheto˝ a megfelelo˝, (227), (225) e´s (224) alatti o¨sszefu¨gge´sekbo˝l.
To¨lto¨tt re´szecske´k u¨tko¨ze´se esete´n (228) helyett
T ℓαn(ρ > ρ0) =
√
kα(H
−
ℓ (kαρ)δαn − SℓαnH+ℓ (kαρ)) (231)
haszna´lando´, ahol
H±ℓ (kαρ) =
eiσ
ℓ
α
kαρ
(Gℓ(kαρ)± iFℓ(kαρ)) (232)
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kifejezheto˝ a Gℓ irregula´ris e´s Fℓ regula´ris Coulomb fu¨ggve´nnyel e´s a
σℓα = argΓ(ℓ+ 1 + iηα), ηα =
ZpZte
2µ
h¯2kkα
(233)
Coulomb fa´zissal,36 ahol Zpe e´s Zte a projektil ill. a target to¨lte´se´t jelenti.
4.2.6.2 Csatolt csatorna´s mNS eredme´nyek monopol a´tmenetre to¨ltetlen e´s to¨lto¨tt re´szecske´k
esete´n
Az egyszeru˝se´g kedve´e´rt ke´t csatolt ne´gyszo¨g potencia´l esete´re ve´gzem el a fenti elme´let
tesztje´t, anna´l is inka´bb, mert erre a proble´ma´ra az S-matrix analitikusan ismert.48
Tekintsu¨k eze´rt teha´t a
V(r) =


( −6− 4i −5
−5 −4− 3i
)
MeV , r ≤ 4 fm,
0 MeV , r > 4 fm.
(234)
potencia´l matrixot. Legyen az elso˝ csatorna´ban a gerjeszte´si energia ze´rus: ε1 = 0 MeV, a
ma´sodikban pedig ε2 = 5 MeV. A reduka´lt to¨meget u´gy va´lasztjuk, hogy az megfeleljen
egy neutron–12C-mag u¨tko¨ze´snek: µ = 859.85MeV/c2. A (229)-ben szereplo˝ A and b
spektra´lis egyu¨tthato´k kisza´mola´sa´hoz az r1 = 4.1 fm e´s r2 = 4.2 fm technikai parame´tereket
va´lasztjuk.
A 25. a´bra ha´rom fix energia esete´n sza´molt inverz potencia´l matrixot mutat be. Az
energia´k a ko¨vetkezo˝k: E = 250, 150 e´s 50 MeV, s az ezeknek megfelelo˝ ℓmax technikai
parame´ter: 15, 12, 7. A 25. a´bra´n a diagona´lis elemek, V11 e´s V22, fent e´s alul la´tszanak, mı´g
a V12 e´s V21 csatolo´ potencia´loknak a ke´t ko¨ze´pso˝ diagramm felel meg.
Az a´bra´kbo´l leszu˝rhetju¨k azt a ko¨vetkeztete´st, hogy a to¨bb adatot tartalmazo´ (nagyobb
energia mellett elve´gzett) inverz sza´mola´s jobban reproduka´lja a potencia´lt, mint a keve´s
bemeno˝ adatot tartalmazo´ alacsony energia´s sza´mola´s. Ez a ko¨vetkeztete´s egybeva´g az
eredeti mNS elja´ra´s tesztele´sekor kapott mega´llap´ıta´ssal.22 Ugyancsak tanulma´nyozhato´ a
25. a´bra´n a mNS mo´dszer jellegzetesse´ge, amely ve´ges matrixok haszna´lata esete´n (hamis)
szingularita´st eredme´nyez az origo´ban. Az is la´thato´, hogy legnehezebben a potencia´lbeli
diszkontinuita´st reproduka´lja az elja´ra´s. Megjegyze´sre e´rdemes me´g a csatolo´ potencia´lok
imagina´rius re´sze´nek sza´molt ze´rus e´rte´ke, valamint az, hogy jo´llehet az elja´ra´sban a
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0
V
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(M
eV
)
Real part
1 2 3 4
Imaginary part
25. a´bra. Inverz potencia´l matrix semleges re´szecske´k u¨tko¨ze´se´re.
E = 250 MeV (—), E = 150 MeV (- - -), E = 50 MeV (· · ·).
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potencia´l Uαβ = Uβα szimmetria´ja nincs kihaszna´va, a numerikus elja´ra´s nagy pontossa´ggal
reproduka´lta azt.
Teszt sza´mola´sunk ma´sodik esete to¨lto¨tt re´szecske´k csatolt csatorna´s u¨tko¨ze´se´re
vonatkozik. A potencia´l matrix diagona´lis re´sze 5 fm ta´volsa´gon felu¨l olyan tiszta Coulomb
ko¨cso¨nhata´snak felel meg, amely sze´n-alfa re´szecske u¨tko¨ze´s esete´n fordul elo˝:
V(r) =


( −6− 4i −5
−5 −4− 3i
)
MeV , r ≤ 5 fm,
12e2
r
MeV , r > 5 fm.
(235)
A megfelelo˝ reduka´lt to¨meg most µ = 2794.50MeV/c2, a gerjeszte´si energia´k pedig
va´tozatlanul ε1 = 0 MeV e´s ε2 = 5 MeV e´rte´ku˝ek maradnak.
A fenti, Coulomb aszimptotika´ju´ potencia´lra sza´molt S-matrixot elo˝szo¨r egy konstans
aszimptotika´val rendelkezo˝ potencia´lnak megfelelo˝ S-matrixra transzforma´ltam rB = 6.5
fm transzforma´cio´s ra´diuszna´l (ld. a (184)-es egyenletet). Az A e´s b spektra´l egyu¨tthato´k
sza´mola´sa´t az r1 = 6.5 fm e´s r2 = 6.6 fm ku¨lso˝ sugarakna´l hajtottam ve´gre.
A 26. a´bra mutatja a csatolt csatorna´s inverz sza´mola´s eredme´nye´t to¨lto¨tt re´szecske´k
u¨tko¨ze´se esete´n. A sza´mola´st ugyanarra a ha´rom teljes energia e´rte´kre ve´geztem el, mint
az elo˝zo˝ pe´lda´ban, az ℓmax technikai parame´tert azonban az elo˝zo˝ eset e´rte´keinek kb.
dupla´ja´ra kellett va´lasztani ahhoz, hogy reprodukcio´t e´rjek el (ℓmax = 30, 25, 16, rendre az
E = 250, 150, 50 MeV energia´k esete´n). A 26. a´bra´t tanulma´nyozva mega´llap´ıthatjuk, hogy
a csatolt csatorna´s inverz sza´mola´s to¨lto¨tt re´szecske´k esete´n is ve´grehajthato´, ha ismerju¨k
az S-matrix sorozatokat. Mino˝se´ge´t tekintve pedig az elo˝zo˝ pe´lda´hoz hasonlo´ a sza´mola´s
eredme´nye: a reprodukcio´ ott a legpontosabb, ahol to¨bb adat a´ll rendelkeze´sre.
4.2.6.3 Csatolt csatorna´s mNS eredme´nyek transzfer reakcio´kra [T3/8]
Az elo˝zo˝ fejezetekben kidolgozott e´s tesztelt csatolt csatorna´s inverz mo´dszer minden
tova´bbi ne´lku¨l alkalmazhato´ ze´rus spinu˝ magok transzfer reakcio´ja´nak anal´ızise´re is.
Tekintsu¨k pe´lda´ul a 16O(α,8Be)12C endotermikus transzfer reakcio´t, amelynek reakcio´ho˝je
Q = −7.162 MeV. Alapa´llapotu´ transzfer esete´n differencia´lis hata´skeresztmetszetet Ecm=52
MeV-en Wozniak e´s ta´rsai me´rtek49 erre a reakcio´ra. Mivel csak Nexp = 18 szo´ra´si szo¨g
e´rte´kre adtak meg me´re´si e´rte´ket a 17–75o ko¨zo¨tti tartoma´nyban, s ezekbo˝l csak maximum
ne´gy S-matrix e´rte´k extraha´lhato´ fa´zistola´s anal´ızis re´ve´n (4Imax + 3 ≤ Nexp, ld. Marty50),
eze´rt egy olyan loka´lis, valo´s, transzfer reakcio´ potencia´lt va´lasztunk, amely jo´l fitteli a me´rt
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26. a´bra. Az inverz potencia´l matrix to¨lto¨tt re´szecske´k esete´n. E = 250
MeV (—), E = 150 MeV (- - -), E = 50 MeV (· · ·).
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szo¨geloszla´st. A me´re´si adatok ele´gtelense´ge miatt a transzfer potencia´lt teha´t egy (V0 = 51
MeV, RV = 3.0 fm, aV = 0.333 fm parame´terekkel rendelkezo˝) WS potencia´llal ko¨zel´ıtju¨k,
amelyet a ford´ıtott ira´nyu´ (egye´bke´nt me´rhetetlen!), 12C(8Be,α)16O transzfer reakcio´ra is
e´rve´nyesnek vehetu¨nk az ido˝tu¨kro¨ze´si szimmetria alapja´n (V12 = V21). Ezekbo˝l nyerju¨k
azta´n az inverz sza´mola´shoz szu¨kse´ges [ld. (228), ill. (231) alatti egyenleteket] Sℓ12 = S
ℓ
21
adatokat.
Az inverz sza´mola´s kiviteleze´se´hez terme´szetesen a rugalmas csatorna adatokra is szu¨kse´g
van. A ke´t, 16O(α,α)16O e´s 12C(8Be,8Be)12C, rugalmas csatorna ko¨zu¨l az uto´bbi szinte´n
nem me´rheto˝ k´ıse´rletileg a 8Be mag alapa´llapoti instabilita´s miatt. Wozniak e´s ta´rsai
azonban49 a ’hasonlo´’ 12C(9Be,9Be)12C szo´ra´st is me´rte´k, e´s az erre, valamint a 16O(α,α)16O
rugalmas szo´ra´sra vonatkozo´ differencia´lis hata´skeresztmetszetekhez fittelt optikai potencia´l
parame´tereket49 fogjuk haszna´lni az S-matrix elo˝a´l´ıta´sa´ra.
A 27. a´bra´n ezek a me´re´si adatokbo´l lesza´rmaztatott rugalmas e´s transzfer potencia´lok
la´thato´k, folytonos vonallal jelo¨lve. Az input S-matrixot a (215) alatti egyenlet numerikus
integra´la´sa´val kaptam, 0.01 fm integra´cio´s le´pe´sko¨zt haszna´lva, E = 104 MeV c.m. energia´n
sza´molva (ε1 = 0, ε2 = −7.162 MeV). Ezt az S-matrixot az inverz sza´mola´sban ℓmax=50
maxima´lis parcia´lis hulla´mig felhaszna´lva, 408 darab (229) alatti csatolt linea´ris egyenletet
kellett szimulta´n megoldani ahhoz, hogy az inverz potencia´lok sza´mola´sa´hoz szu¨kse´ges A e´s
b spektra´lis egyu¨tthato´kat meghata´rozhassuk, ri = 10.1 e´s 10.2 fm ku¨lso˝ ra´diuszt haszna´lva.
Ezen egyu¨tthato´kbo´l azta´n (229) isme´telt haszna´lata´val, (230) e´s (225)-(227) figyelembe-
ve´tele´vel, kapjuk az inverz potencia´lokat (224)-bo˝l.
A 27. a´bra´n ezeket az inverz sza´mola´sbo´l sza´rmazo´ potencia´lokat is felrajzoltam,
szaggatott vonallal. Eltekintve a ma´r to¨bbszo¨r diszkuta´lt origo´beli (hamis) szingularita´sto´l,
az egyeze´s kiva´lo´. I´gy reme´nyu¨nk lehet arra ne´zve, hogy megfelelo˝ me´re´si adatok
rendelkeze´sre a´lla´sa esete´n a csatolt csatorna´s inverz formalizmussal ke´pesek lehetu¨nk
lesza´rmaztatni modell-fu¨ggetlen csatolo´ potencia´lokat, amelyek ze´rus spinu˝ magok transzfer
reakcio´it okozza´k.
4.2.6.4 Csatolt csatorna´s mNS eredme´nyek dipol a´tmentre [T3/9]
A 4.2.6.1 fejezetben bemutatott csatolt csatorna´s inverz elja´ra´s olyan specia´lis Hamilton
opera´torra lett kifejlesztve, amelyben nincs csatola´s a relat´ıv mozga´s e´s a magok belso˝
dinamika´ja ko¨zo¨tt, a ko¨lcso¨nhata´si energia W (r, ξ) csupa´n a relat´ıv ta´volsa´g abszolu´t
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27. a´bra. Az inverz potencia´l matrix (hosszu´ szaggatott vonal)
o¨sszehasonl´ıta´sa az analitikus potencia´l matrixszal (ro¨vid szaggatott vonal)
E = 104 MeV teljes szo´ra´si energia esete´n. Bal oldalon a potencia´lok valo´s,
jobb oldalon az imagina´rius re´szei la´thato´k. Az a´bra´n felu¨lro˝l lefele´, a
ko¨vetkezo˝ folyamatoknak felelnek meg az egyes potencia´lok: 16O(α,α)16O,
16O(α,8Be)12C, 12C(8Be,α)16O e´s 12C(8Be,8Be)12C.
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e´rte´ke´to˝l fu¨gg. A´ltala´nos esetben a ko¨lcso¨nhata´si opera´tor fu¨gg a relat´ıv ta´volsa´g ira´nya´to´l
is, s eze´rt multipol sorba fejtheto˝
W (r, ξ) =
λmax∑
λ=0
∑
ν
Qλν(r, ξ)Y
∗
λν(rˆ) (236)
az rˆ = r/r ira´nyszo¨gekto˝l fu¨ggo˝ impulzusmomentum saja´tfu¨ggve´nyek szerint [vo¨. 2.3 fejezet,
(22) egyenlet]. Az itt megjelent Qλν multipolus momentumok ı´rja´k le a relat´ıv e´s belso˝
magmozga´s ko¨zo¨tti csatola´st.
Mindez azt eredme´nyezi, hogy a Vαβ csatolo´ potencia´lok fu¨ggni fognak az I megmarado´
teljes impulzusmomentumto´l, azaz (215) ma´sodik tagja´ban V Iαβ ı´rando´, e´s a radia´lis
hulla´mfu¨ggve´ny is az I-to˝l fu¨gg, nem egyszeru˝en a pa´lyamomentumto´l. A VI potencia´l
matrix faktoriza´lhato´ egy impulzusmomentum fu¨ggo˝ e´s atto´l fu¨ggetlen re´szre:
V Iαβ =
λmax∑
λ=0
CIλαβv
λ
αβ(r), (237)
ahol
CIλαβ =
iℓβ−ℓα√
4π
(−1)I+Jα+λ
{
ℓα λ ℓβ
Jβ I Jα
}(
ℓα λ ℓβ
0 0 0
)√
2ℓα + 1
√
2ℓβ + 1
√
2λ+ 1
(238)
e´s
vλαβ(r) =< χα||Qλ(r, ξ)||χβ > . (239)
Itt az uto´bbi kifejeze´s, a Qλ multipolus reduka´lt matrix eleme fu¨gg a λ multipol rendto˝l, de
nem fu¨gg az I, ℓα e´s ℓβ impulzusmomentum kvantumsza´mokto´l.
A potencia´l matrix impulzusmomentumto´l valo´ fu¨gge´se azt eredme´nyezi, hogy a (225)
alatti transzforma´cio´s kernel is fu¨gg to˝le:
KUU0Iαβ (ρ, ρ
′) =
N∑
n,n′=1
cInn′ψ
I
αn(ρ)ψ
0I
βn′(ρ
′), (240)
e´s emiatt az impulzusmomentumra valo´ o¨sszegze´s elesik. Ma´s szo´val azt kaptuk, hogy
a kernelt, amibo˝l pedig a potencia´lt sza´moljuk (224) alapja´n, igen csak korla´tozott
fu¨ggve´nyte´ren fejthetju¨k sorba. Numerikus sza´mola´s is azt bizony´ıtja, hogy a fenti ansatz-cal
elve´gzett sza´mola´s nem kello˝ke´ppen (re)produka´lja az inverz potencia´l matrixot, me´g nagy
N csatorna sza´m esete´n sem.
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A proble´ma´bo´l a kivezeto˝ utat a kernel ρ = ρ′ diagona´lis re´sze´nek vizsga´lata k´ına´lja,
amely szerint KUU0Iαβ (ρ, ρ) (237)-hez hasonlo´an felbomlik egy impulzusmomentumto´l fu¨ggo˝
e´s atto´l nem fu¨ggo˝ szorzat o¨sszege´re. Eze´rt ansatzke´nt pro´ba´lkozhatunk a
KUU0Iαβ (ρ, ρ
′) =
λmax∑
λ=0
QIλαβKλαβ(ρ, ρ′), (241)
ahol az u´j Kλαβ kernel matrix elemek fu¨ggetlenek az I, ℓα, ℓβ impulzusmomentum
kvantumsza´mokto´l, e´s a QIλαβ egyu¨tthato´kat a
QIλαβ =
{
CIλαβ/C
I→∞λ
αβ ha C
I→∞λ
αβ 6= 0
1 ku¨lo¨nben
(242)
kifejeze´s definia´lja. Mivel a CIλαβ( 6= 0) egyu¨tthato´k gyorsan ko¨zel´ıtenek CI→∞λαβ aszimptotikus
e´rte´ku¨kho¨z, nagy I (kis λ) esete´n a QIλαβ egyu¨tthato´k egyse´gge´ va´lnak.
Ma´sre´szt, mivel az u´j Kλαβ kernel matrix elemek fu¨ggetlenek az I, ℓα, ℓβ
impulzusmomentum kvantumsza´mokto´l, ezek ma´r nagyobb ba´zison fejtheto˝k sorba, mint
ami (240)-ben haszna´latos, e´s ı´gy a ko¨vetkezo˝ ansatz-ot nyerju¨k:
Kλαβ(ρ, ρ′) =
Imax∑
I=0
N∑
n,n′=1
cIλnn′ψ
I
αn(ρ)ψ
0I
βn′(ρ
′). (243)
Ezt behelyettes´ıtve (241)-be, kapjuk a kernel elemekre a ve´gso˝ formula´t:
KUU0Iαβ (ρ, ρ
′) =
λmax∑
λ=0
QIλαβ
Imax∑
I′=0
N∑
n,n′=1
cI
′λ
nn′ψ
I′
αn(ρ)ψ
0I′
βn′(ρ
′). (244)
Az I ′ szerinti o¨sszegze´s elvben ve´gtelenig megy, de feltesszu¨k, hogy le´tezik egy Imax
maxima´lis impulzusmomentum, amely felett ma´r nincs le´nyeges ja´rule´k az o¨sszeghez.
A fenti formalizmust olyan hipotetikus alfa re´szecske e´s sze´n atommag Ecm = 80 MeV
energia´ju´ u¨tko¨ze´sre alkalmazom, amelyben az u¨tko¨ze´s sora´n a 0 MeV-es Jα = 0 alapa´llapot
a 3 MeV-es Jα=1-es gerjesztett a´llapotba mehet a´t a dipol (λ = 1) ko¨lcso¨nhata´s re´ve´n. Ezt
a v1αβ (WS alaku´) dipol ko¨lcso¨nhata´st kiege´sz´ıtem egy, csak r-to˝l fu¨ggo˝ optikai potencia´llal a
diagona´lis csatorna´kban. I´gy az S-matrixot a
V Iαβ(r) = δαβ(Vα(r) + iWα(r)) + C
I1
αβv
1
αβ(r) (245)
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szerkezetu˝ potencia´lbo´l sza´molom, ahol az optikai potencia´l valo´s re´sze´t te´rfogati, az
imagina´rius re´sze´t felu¨leti WS potencia´l ı´rja le [T3/9].
Az eml´ıtettek e´rtelme´ben ne´gy csatorna lehetse´ges:
α = 1 ℓα = I Jα = 0 εα = 0MeV,
α = 2 ℓα = I Jα = 1 εα = 3MeV,
α = 3 ℓα = I + 1 Jα = 1 εα = 3MeV,
α = 4 ℓα = I − 1 Jα = 1 εα = 3MeV,
e´s az α = 4-es csatorna nyilva´n csak I ≥ 1 esete´n le´tezik.
Az S-matrixot I = 0, 1, ..., 30 impulzusmomentumig sza´molva, (244)-et (222)-ben
felhaszna´lva e´s (227)-et figyelembe ve´ve, (229)-hez hasonlo´ egyenletbo˝l kaphatjuk az A
e´s b egyu¨tthato´ matrixot, amelyek seg´ıtse´ge´vel az elo˝zo˝ fejezetben ismertetett mo´don elo˝a´ll
az inverz potencia´l.
A 28. a´bra´n folytonos vonal jelo¨li a kiindulo´ potencia´l matrixot, amely az input S-
matrixot szolga´ltatta. Szaggatott (diagona´lis potencia´lok) e´s pontozott (dipol potencia´lok)
vonal jelenti az inverz sza´mola´s eredme´nyeke´ppen kapott I = 1-hez tartozo´ inverz potencia´lt,
amelybo˝l az o¨sszes ma´s I-ju˝ potencia´l matrix megkaphato´ a megfelelo˝ CI1αβ/C
I=11
αβ faktorral
valo´ szorza´ssal.
A 28. a´bra bal oldala´n levo˝ ne´gy potencia´l rajz a ko¨vetkezo˝ potencia´lokat tartalmazza
felu¨lro˝l lefele´ sorrendben:
V11;V22;V32, V31;V41, V42.
A jobb oldali rajzok potencia´ljai pedig, szinte´n fentro˝l lefele´ sorolva:
V14, V13;V23, V24;V33;V44.
E´rdekesse´gke´ppen megeml´ıtheto˝, hogy Imax = 30 e´s ne´gy csatorna esete´n 978 csatolt
egyenletet kellett szimulta´n megoldani az A e´s b egyu¨tthato´ matrix kisza´mı´ta´sa´hoz. Ezek
ismerete´ben minden egyes intervallum ponthoz 123 csatolt egyenletet kellett megoldani a
T Iαn(r) hulla´mfu¨ggve´ny meghata´roza´sa´hoz az α = 1, 2, 3 csatorna´kban e´s 120-at az α = 4
csatorna esete´n.
A 28. a´bra´t tanulma´nyozva mega´llap´ıthatjuk, hogy a ko¨zel´ıto˝ mo´dszer ele´g nagy
pontossa´ggal visszaadja az input potencia´lt, eltekintve az origo´ ko¨rnye´ke´to˝l. Ez azonban
nem e´rze´keny re´sze a szo´ra´s sza´mola´snak, mivel az inverz potencia´lokbo´l visszasza´molt
S-matrix nagy pontossa´ggal reproduka´lja az input S-matrix elemeket [T3/9].
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28. a´bra. Az inverz potencia´l matrix (szaggatott e´s pontozott vonal)
o¨sszehasonl´ıta´sa I = 1-re az analitikus dipol potencia´l matrixszal (folytonos
vonal) E = 80 MeV teljes szo´ra´si energia esete´n. A potencia´lok MeV
egyse´gben, az r radia´lis ta´volsa´g fm-ben van me´rve.
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4.3 Za´ro´ megjegyze´sek
A fejezet leza´ra´sake´nt mega´llap´ıthajuk, hogy az alfejezetekben kidolgozott e´s numerikusan
tesztelt formalizmus a´ltal elvi leheto˝se´get teremtettu¨nk csatolt csatorna´s ko¨lcso¨nhata´sok
fix energia´s k´ıse´rleti eredme´nyekbo˝l to¨rte´no˝ modell-fu¨ggetlen meghata´roza´sa´ra. A mo´dszer
hasonlo´ a fix impulzusmomentum esete´re vonatkozo´ csatolt csatorna´s inverz proble´ma´hoz,
amelynek elme´lete´t Cox fejlesztette ki,51 e´s ezt sikerrel alkalmazta ta´rsaival egyu¨tt
Geramb,52 to¨bbek ko¨zt nukleon ko¨lcso¨nhata´sok fa´zistola´sokbo´l to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´ra.
Amı´g a fix−l mo´dszer esete´n a csatorna S-matrix elemeket az o¨sszes energia´ra (a ze´rusto´l
ve´gtelenig terjedo˝ tartoma´nyban) kellene ismerni s ez nyilva´nvalo´an ke´ptelense´g, addig
a fix−E elja´ra´sban egyetlen energia´n a teljes S-matrixot kellene ismerni. Ez k´ıse´rletileg
egyelo˝re szinte´n megvalo´s´ıthatatlan, mivel az u¨tko¨ze´sekben a re´szecske´k alapa´llapotban
vannak kezdetben. I´gy mindke´t esetben fizikailag jo´l megalapozott felte´teleze´sek seg´ıtse´ge´vel
kiege´sz´ıtju¨k a hia´nyzo´ k´ıse´rleti informa´cio´t ahhoz, hogy az inverz sza´mola´s ve´grehajthato´
legyen. Erre egy pe´lda´t az elo˝zo˝ fejezetben la´ttunk, ahol a potencia´l matrix szimmetria´ja´t
haszna´lva kaptuk meg a hia´nyzo´ k´ıse´rleti S-matrix elemet. Hasonlo´ leheto˝se´g az S-matrix
unitarita´sa´nak kihaszna´la´sa.
Az eddigiekbo˝l la´thatjuk, hogy az inverz szo´ra´s te´mako¨r egya´ltala´ban nem leza´rt
teru¨let. Sok fejleszte´si e´s alkalmaza´si leheto˝se´gre ny´ılik me´g mo´d, kezdve az elme´let sz´ıve´t
jelento˝ LGM egyenletbeli input kernel ku¨lo¨nbo¨zo˝ ansatzok szerinti meghata´roza´sa´to´l (ld.
pe´lda´ul CT mo´dszer, 4.1.2 fejezet), ege´szen a csatolt csatorna´s alkalmaza´sok tova´bbi
a´ltala´nos´ıta´sa´ig. Jo´llehet a fix energia´s inverz szo´ra´s te´mako¨r o¨nmaga´ban is vonzo´ kutata´sok
ve´gze´se´re ad mo´dot, nem szabad figyelmen k´ıvu¨l hagyni azt sem, hogy az elme´let potencia´lis
alkalmaza´si teru¨lete´t a nemlinea´ris parcia´lis evolu´cio´s egyenletekkel le´ırhato´ fizika jelentheti
a jo¨vo˝ben.
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Te´zisek
1. A´ltala´nos´ıtott multipol sorfejte´si elja´ra´st fejlesztettem ki a magreakcio´k csatolt csatorna´s
elme´lete´ben felle´po˝ potencia´l matrixelemek analitikus sza´mola´sa´ra [T1/1].
2. Taylor-sorfejte´sen alapulo´ lokaliza´cio´s elja´ra´st javasoltam nemloka´lis potencia´lok vizsga´lata´-
ra [T1/2,3].
3. Reakcio´k le´ıra´sa´ra szolga´lo´ csatolt integro-differencia´l egyenletek megolda´sa´ra legkisebb
ne´gyzetek varia´cio´s mo´dszert javasoltam. Egy-, ke´t-, e´s ha´rom-csatorna´s esetekre explicit
sza´mola´sokkal megmutattam, hogy a javasolt mo´dszer az addig haszna´latos mo´dszerekhez
viszony´ıtva sza´mos elo˝nnyel rendelkezik [T2/1,2].
4. Kimutattam, hogy az irodalomban anoma´liamentesnek ve´lt Schwinger e´s Newton varia´cio´s
mo´dszer hamis rezonancia´kat produka´l a fizikailag releva´ns energia e´s ska´la parame´ter
tartoma´nyban e´s ra´mutattam a nemfizikai rezonancia´k eredete´nek oka´ra. Javaslatot tettem
a hamis szingularita´sok kiku¨szo¨bo¨le´se´nek mo´dja´ra [T2/3,4].
5. Sze´n atommagok rugalmas u¨tko¨ze´se´bo˝l sza´rmazo´ me´re´si adatokbo´l hata´roztam meg a szo´ra´st
okozo´ lehetse´ges potencia´lok egy csala´dja´t [T3/1,2].
6. Nukleon-alfa re´szecske centra´lis e´s spin-pa´lya potencia´lokat hata´roztam meg k´ıse´rleti adato-
kat reproduka´lo´ fa´zistola´sok felhaszna´la´sa´val az 1-20 MeV ko¨zo¨tti energia tartoma´nyban, a
mo´dos´ıtott Newton-Sabatier elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel [T3/3].
7. Me´rt adatok felhaszna´la´sa´val izo-skala´r π − π szo´ra´si potencia´lokat sza´rmaztattam le,
amelyek kaon ku¨szo¨b alatti e´s feletti energia´ju´ pion-pion ko¨lcso¨nhata´sro´l adnak te´rbeli
informa´cio´t. Mega´llap´ıtottam, hogy a ku¨szo¨b alatti potencia´lok valo´sak, a pionok Coulomb-
szeru˝ ko¨lcso¨nhata´st gyakorolnak egyma´sra 0.2 fm-ne´l kisebb tartoma´nyban, to¨bb sza´z GeV
ero˝sse´ggel vonzva egyma´st. A ku¨szo¨b feletti potencia´lok komplexek e´s sokkal kiterjedtebb
te´rbeli folyamatokra utalnak [T3/4].
8. Elektron-argonatom szo´ra´si potencia´lokat hata´roztam meg k´ıse´rleti adatok felhaszna´la´sa´val
a gerjeszte´si ku¨szo¨b alatti energia´kra a mNS elja´ra´s seg´ıtse´ge´vel, e´s a potencia´l r−4-es
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hosszu´hato´ta´volsa´ga´t figyelembeve´ve az a´ltalam genera´lt Mathieu-fu¨ggve´nyek seg´ıtse´ge´vel
[T3/5,6].
9. A fix energia´s mo´dos´ıtott Newton-Sabatier (mNS) inverz szo´ra´selme´let olyan sok-csatorna´s
va´ltozata´t adtam meg, amelyben monopol a´tmenetek induka´lja´k a reakcio´t. Az elme´letet
elo˝szo¨r csatolt ne´gyszo¨g potencia´lokra teszteltem, majd megadtam a Coulomb szo´ra´sra, a
multipol e´s transzfer a´tmenetre valo´ a´ltala´nos´ıta´st is [T3/7-9].
10. Nemlinea´ris egyenletrendszert a´ll´ıtottam fel a Cox-Thompson (CT) inverz potencia´l
ve´ges sza´mu´ fa´zistola´s adatokbo´l to¨rte´no˝ meghata´roza´sa´ra [T3/10]. A CT mo´dszert
a´ltala´nos´ıtottam e´s alkalmaztam komplex potencia´loknak S-matrix elemekbo˝l to¨rte´no˝
meghata´roza´sa´ra [publika´la´s alatt (2005)].
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